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Ens.4 École des Ponts ParisTech, Analyse et Calcul scientifique (avec Gabriel Stoltz), 2017-2018

Animation de la recherche
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Introduction

Dans ce manuscrit, nous présentons de façon didactique et synthétique les travaux et résultats de recherche
dont l’auteur a la contribution principale, hormis la courte Section 3.6. En particulier, toutes les simulations
numériques présentées ont été réalisées par l’auteur, hormis ceux de cette introduction et des Figures 1.5, 1.6
et 2.17. Les références vers les publications contenant les détails, commentaires et applications numériques non
inclus dans ce manuscrit sont données dans le texte.

Dans cette introduction, nous commençons par donner les motivations applicatives des travaux, puis nous
donnons quelques éléments sur les méthodes numériques qui seront utilisées de façon intensive dans le reste du
manuscrit.

Motivations applicatives
Nous présentons les motivations des travaux de recherche par poste occupé.

Applications pour EADS-Innovation Works

La réduction du bruit en aéronautique constitue un enjeu industriel de première importance. En effet, face
à l’augmentation substantielle du trafic aérien, les normes de certification acoustique sont fortement renforcées
afin de protéger les riverains des nuisances sonores essentiellement occasionnées par les avions aux abords des
aéroports. Pour pouvoir intégrer ces normes dès les phases d’avant-projet, il est nécessaire aux manufacturiers
comme Airbus de se doter d’outils numériques efficaces en acoustique. Résoudre un problème acoustique direct
n’est pas suffisant en pratique. Les choix industriels rélèvent plutôt de questions comme : ”comment optimiser le
revêtement de l’intérieur d’un turboréacteur pour minimiser le bruit généré par l’avion dans certaines directions,
ou quelle est la probabilité de respecter une norme environnementale de bruit si la valeur de la fréquence d’une
source acoustique est mal connue ?”. Ces études d’optimisation et de propagation d’incertitudes requièrent, en
général, l’évaluation intensive d’une fonction objectif, impliquant la résolution d’un système d’équations aux
dérivées partielles paramétriques de très grande taille, pour une certaine valeur des paramètres.

Figure 1 – Origine du bruit généré par un avion (gauche : image fournie par EADS, droite : image tirée de [76]).

Applications pour l’IGN

La gravité est l’accélération subie par un corps, due aux forces combinées de la Terre, de la Lune, du Soleil
et des planètes environnantes. Pour un corps au repos sur la surface de la Terre, il faut aussi considérer les effets

v



centrifuges dus à la rotation de la Terre.
En géodésie et géophysique, les études ont recours à des données

de gravitations issues de mesures expérimentales. En particulier, les
missions spatiales scientifiques de gravimétrie spatiale GOCE [1] et
GRACE [2] fournissent des données détaillées de la gravité ter-
restre. Les instruments contemporains mesurent les effets gravita-
tionnels avec une précision de 10−11g [110]. Les champs de gravita-
tion sont étudiés par les géophysiciens et les compagnies d’exploita-
tion minières et de gaz pour explorer les ressources souterraines [24].
Pour pouvoir étudier les structures souterraines à partir de ces me-
sures, le signal doit être nettoyé des effets mentionnés ci-dessus.
La correction de la Lune, du Soleil et des autres planètes peut
être réalisée avec une précision de 10−11g grâce à la mécanique
céleste [63, 115]. Les effets centrifuges et atmosphériques peuvent
être également corrigés précisément à partir des données de rota-
tion de la Terre et pression atmosphérique de surface. Enfin, les
derniers effets à corriger sur le signal correspondent aux structures
topographiques connues : après avoir modélisé les masses situées
entre la surface de la Terre et l’ellipsöıde de référence, il faut cal-
culer le potentiel de gravitation généré par ces masses.

Figure 2 – Illustration d’un
géöıde [42] : une surface
équipotentielle de référence du
champ de pesanteur terrestre

Applications pour Safran

Une course à la performance a lieu dans l’industrie aéronautique. Certaines pièces du moteur sont poussées
à leur limite de résistance pour améliorer le plus possible le rendement propulsif. En particulier, les aubes de
turbine haute pression, qui sont situées immédiatement après la chambre de combustion, subissent des charge-
ments thermiques très importants, ou le compresseur haute pression, voir Figure 3. Des efforts sont menés pour
protéger ces pièces de ruine par fluage thermique et fatigue à grand nombre de cycles [41,87], en augmentant leur
résistance par l’utilisation de canaux de refroidissement internes [10,112], barrières thermiques [104] et superal-
liages avancés [31,47]. La fabrication de ces aubes se fait par moulage et solidification dirigée, ce qui permet la
sélection d’un cristal unique, améliorant encore la résistance et les propriétés mécaniques du matériau [73,111].

Figure 3 – Aube de turbine haute pression ; gauche : schéma [3] ; milieu : photographie d’un aube de turbine
usagée d’un moteur Turbo-Union RR 199 [4] d’aube de turbine haute pression – les canaux de refroidissement
internes permettent de créer un film protégeant la surface extérieure de l’aube ; droite : coupe d’un moteur
CF6-6 engine avec mise en évidence du compresseur haute pression [117].

Le superalliage liquide est contenu dans un moule à l’intérieur du four et est translaté hors du four par le bas,
avec une vitesse contrôlée. Ainsi, le refroidissement commence par le bas de l’aube, où la croissance du cristal
est contrôlé à partir d’une dendrite unique. Les paramètres du four doivent être optimisés pour la sélection
d’un cristal unique : un angle élevé du front de solidification peut conduire à des points froids et l’apparition
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de grains secondaires de solidification et, combiné avec un refroidissement trop lent, à l’apparition de freckles,
voir Figure 4 pour des illustrations de ces défauts et la configuration du four.

suscepteurs

carapace

écrans céramique

sole en cuivre

refroidisseur

Figure 4 – Illustration de défauts. A gauche : haut : point froid ; bas : freckles ; au milieu : champ de température
(◦C) conduisant à un front de solidification non-horizontal ; droite : configuration du four.

Les besoins calculatoires autour des aubes de turbine haute pression sont doubles ; (i) pour la fabrication :
la recherche de paramètres optimaux du four (température du four, la vitesse de translation, la présence de
masselottes et la position des écrans thermiques en céramique) conduit à la résolution numérique d’un grand
nombre de simulations et (ii) la prédiction de la durée de vie de ces pièces est une tâche calculatoire très
coûteuse : les maillages ont un nombre important d’éléments pour prendre en compte des petites structures,
comme les canaux de refroidissement, les lois de comportement sont fortement non-linéaires et comportent un
nombre important de variables d’état, et un grand nombre de cycles doit être simulé. En effet, la ruine peut venir
d’effets structurels locaux, dont l’évolution ne peut pas être prédite sans simuler potentiellement des centaines
de cycles. Pour les compresseurs haute pression, un enjeu important est d’éviter le pompage en service.

Définitions, méthodes principales et premiers éléments bibliographiques
Sans prétention d’exhaustivité, nous regroupons dans cette section quelques définitions, présentations et

méthodes et éléments bibliographiques pertinents pour le reste du document.

Réduction de modèle – ROM
Soit un espace paramétrique P, nous considérons le problème suivant :

Eµ : P 3 µ Eµ7→ uµ, (1)

où µ est le paramètre et uµ la solution.
La notion de réduction de modèle peut être interprétée de façon large, en regroupant toute méthode ou

stratégie visant à accélérer la résolution (1). Par exemple, exploiter les symétries éventuelles du problème pour
en diminuer la taille peut être considéré comme une réduction de modèle. Dans la communauté de l’apprentissage
statistique, une problématique d’intérêt consiste à construire des formules de régression pour la fonction µ 7→
Q(uµ), ou Q(uµ) est une quantité d’intérêt sur la solution de (1) (cette quantité pouvant être la solution elle-
même). Ces régressions, parfois appelées méta-modèles, peuvent être considérées également comme une réduction
de modèle. Considérons maintenant que le problème (1) est exprimé sous une forme faible et qu’il est résolu
numériquement par une méthode de (Petrov–)Galerkine (une méthode de résolution numérique regroupant une
très large classe de problèmes physiques rencontrés dans l’industrie) : trouver uµ ∈ Vh tel que

Eµ : a(uµ, v) = b(v), ∀v ∈ Vh, (2)

où a est une forme bilinéaire symétrique coercive sur V × V et b une forme linéaire sur V, où V est un espace
de Hilbert et Vh ⊂ V est une approximation conforme de V de dimension finie. L’équation (2) est la forme la
plus simple possible, nous traiterons dans ce document des problèmes linéaires et non-linéaires plus complexes.
Lorsque la méthode des éléments finis est utilisée, les fonctions-test v dans (2) sont remplacées par les fonctions
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de base éléments finis {ϕi}1≤i≤N , N pouvant être de l’ordre de 107 dans certains problèmes industriels, ce qui
conduit à un système d’équations linéaires de taille N . Une classe de méthodes de réduction de modèle dites
par projection consistent à remplacer dans la méthode de Galerkine, la base éléments finie {ϕi}1≤i≤N , bien
adaptée pour représenter n’importe quelle fonction de Vh, par une base dite d’ordre réduit {Ψi}1≤i≤n, n� N ,
bien adaptée pour représenter les solutions de (2). Le problème réduit s’écrit

Êµ : a(ûµ, v̂) = b(v̂), ∀v̂ ∈ V̂h, (3)

où V̂h = Vect (Ψi)1≤i≤n (en général inclus dans Vh). La construction de la base d’ordre réduit nécessite de
résoudre dans un premier temps le problème (2) pour en extraire les composantes principales : nous parlons de
réduction de modèle a posteriori. Dans la suite du document, nous appelons “réduction de modèle” la classe de
méthode de réduction de modèle a posteriori par projection.

Nous pouvons maintenant introduire quelques premières notions. Le problème Eµ est appelé problème haute
fidélité, ou problème de confiance. La précision du problème réduit Êµ est évaluée en calculant l’erreur commise
par rapport à la solution de référence uµ du problème Eµ. Un modèle réduit est dit certifié lorsque que cette
erreur est garantie plus faible qu’une erreur fixée à l’avance. La réduction de modèle se fait en deux étapes :
une première étape dite “offline” d’apprentissage du modèle Eµ, où la solution uµ est calculée pour certaines
valeurs du paramètre µ et où la base d’ordre réduit {Ψi}1≤i≤n est construite ; les solutions uµ à notre disposition
sont appelées snapshots. Dans cette étape, les opérations en complexité algorithmique dépendante de N sont
autorisées. Une deuxième étape dite “online” correspond à l’étape d’exploitation du modèle réduit : le problème
réduit Êµ est construit et résolu pour potentiellement n’importe quelle valeur de µ ∈ P. Dans cette étape, toutes
les opérations doivent être en complexité algorithmique indépendante de N : on dit alors que le modèle réduit est
(online)-efficace. Sauf mention du contraire, nous définissons speedup comme le ratio entre le temps de résolution
du problème haute-fidélité Eµ et celui du problème réduit Êµ. En fonction de la dépendance paramétrique
du problème Eµ, des étapes d’approximation supplémentaires peuvent être nécessaires, nous renvoyons à la
Section 3.5.3 et à la Publication Pub.7 pour une discussion détaillée. En général, la réductibilité du problème
Eµ est définie par la capacité de la méthode de réduction considérée à construire une base d’ordre réduit de
cardinal suffisamment petit. De façon plus pragmatique, nous considérons un modèle comme réductible si les
étapes d’approximation et d’exploitation complète (c’est-à-dire l’ensemble des résolutions des problèmes réduits
Êµ pour toutes les valeurs paramétriques µ requises) seront résolues en temps de retour significativement plus
court que l’exploitation correspondante du modèle haute fidélité, et avec le niveau de précision requis. Enfin,
nous introduisons la notion d’intrusivité : cette notion peut varier d’un auteur à l’autre, ici, nous considérons un
modèle réduit non-intrusif s’il peut être construit et exécuté tel que le problème haute-fidélité Eµ est résolu avec
un code commercial, c’est-à-dire sans possibilité de modifier le code source associé. Les enjeux de certification,
d’intrusivité et d’efficacité sont centraux aux travaux en réduction de modèle présentés dans ce document, avec
comme souci de contenir les coûts de la phase offline à des niveaux raisonnables (et non pas de considérer le
budget illimité dans cette phase), comme nous l’illustrerons sur des applications industrielles.

Comme méthode de réduction de modèle a posteriori par projection, nous pouvons citer la Proper Orthogonal
Decomposition (POD) [105] et la méthode des bases réduites (BR) [80]. La différence entre les deux méthodes
réside dans le choix des valeurs paramétriques µ pour lesquelles les snaphots sont générés : avec la POD, les
choix sont en général heuristiques et a priori, alors qu’avec les BR, les valeurs µ sont choisies de façon gloutonne
de sorte à maximiser un estimateur d’erreur a posteriori. Par construction, les BR sont certifiées de façon
efficace, mais cette contrainte d’estimation a posteriori rend difficile, pour le moment, son applicabilité à des
problèmes industriels complexes. Nous mentionnons une classe de réduction de modèle a priori appelée Proper
Generalized Decomposition (PGD) [37, 38], où tout l’effort est concentré dans la phase offline : la solution est
exprimée comme fonction de l’espace et des paramètres, et une approximation est construite de façon itérative
sous forme de somme de produits tensoriels de rang 1. La phase online correspond simplement à l’évaluation de
cette fonction. Les caractéristiques recherchées pour la réduction de modèle dans l’industrie sont illustrées dans
la Figure 5.

Empirical Interpolation Method – EIM
Considérons une fonction scalaire K(x, y) definie sur Dx × Dy et supposée à valeurs réelles, où Dx ⊂ Rdx

et Dy ⊂ Rdy , dx, dy ∈ N∗, sont bornées. Introduite dans [17], l’EIM est une procédure offline-online cherchant
à déterminer une représentation en variables séparées approchée de la fonction K. Pendant l’étape offline, qui
peut avoir un coût élevé (en terme de temps CPU), de l’information est acquise sur le comportement de cette
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Figure 5 – Caractéristiques recherchées pour la réduction de modèle dans l’industrie.

fonction : c’est l’étape d’apprentissage. Pendant la phase online, la représentation en variables séparées peut être
obtenue avec un coût faible : c’est l’étape d’exploitation. Soit d ∈ N∗ tel que l’hypothèse suivante soit vérifiée
(H) La dimension de Span

x∈Dx
(K(x, ·)) est plus grande que d.

L’approximation EIM s’écrit :

K(x, y) ≈ (IdK)(x, y) :=
d∑

m=1
λm(x)qm(y), (4)

où λm(x) est tel que
d∑

m=1
Bl,mλm(x) = K(x, yl), ∀1 ≤ l ≤ d. (5)

Les fonctions qm(·) et la matrice B ∈ Rd×d, qui est triangulaire avec des termes diagonaux égaux à 1, sont
construites par l’Algorithme 1, où δd = Id− Id et ‖ · ‖Dy est la norme L∞ (Dy). En pratique, le argmax appa-
raissant dans l’Algorithm 1 est cherché dans des sous-ensembles finis de Dx et Dy, notés respectivement Dx,trial
et Dy,trial, et appelés ensembles d’apprentissage. Remarquons que l’Algorithme 1 construit aussi l’ensemble de
points {yl}1≤l≤d dans Dy, qui est utilisé dans (5), et un ensemble de points {xl}1≤l≤d dans Dx. Ce sont des
points d’interpolation pour l’approximation de K, voir Propriété 0.1. Naturellement, l’approximation (4) peut
être évaluée dans (Dx ×Dy) \ (Dx,trial ×Dy,trial). D’après (H), les fonctions {K(xl, ·)}1≤l≤d sont linéairement
indépendantes (sinon, (δkK)(µk+1, xk+1) = 0 pour certains k dans l’Algorithme 1).

Algorithm 1 Étape offline de EIM
1. Choisir d > 1
2. Initialiser k := 1
3. Calculer x1 := argmax

x∈Dx
‖K(x, ·)‖Dy

4. Calculer y1 := argmax
y∈Dy

|K(x1, y)| [Premier point d’interpolation]

5. Définir q1(·) := K(x1, ·)
K(x1, y1) [Première fonction de base]

6. Définir B1,1 := 1 [Initialisation de la matrice B]
7. while k < d do
8. Calculer xk+1 := argmax

x∈Dx
‖(δkK)(x, ·)‖Dy

9. Calculer yk+1 := argmax
y∈Dy

|(δkK)(xk+1, y)| [(k + 1)-ème point d’interpolation]

10. Définir qk+1(·) := (δkK)(xk+1, ·)
(δkK)(xk+1, yk+1) [(k + 1)-ème fonction de base]

11. Définir Bk+1,m := qm(yk+1), for all 1 ≤ m ≤ k + 1 [Incrémentation de la matrice B]
12. k ← k + 1 [Incrémentation de la taille de la décomposition]
13. end while

Fabien Casenave ix Safran Tech



Nous avons montré dans la Publication Pub.15 que l’approximation (4) peut être écrite de la forme

(IdK) (x, y) =
d∑

l,m=1
∆l,mK(x, yl)K(xm, y), (6)

où ∆ = B−tΓ−1, et où la matrice Γ est triangulaire supérieure et est construite récursivement dans la boucle k
de l’Algorithme 1 de la façon suivante :

— k = 1 :
Γ1,1 = K(x1, y1),

— k → k + 1 :
Γk+1,k+1 = (δkK)(xk+1, yk+1),

Γm,k+1 = 0, ∀1 ≤ m ≤ k,
Γk+1,m = αm, ∀1 ≤ m ≤ k,

où le vecteur α est tel que
∑k
m=1Bl,mαm = K(xk+1, yl), pour tout 1 ≤ l ≤ k.

D’après [83, Theorem 1], la représentation en variables séparées (4) construite par l’Algorithme 1 est bien
définie. Nous rappelons le résultats suivant :

Propriété 0.1 (Propriété d’interpolation [83, Lemma 1]). Pour tout 1 ≤ m ≤ d,{
(IdK)(x, ym) = K(x, ym), pour tout x ∈ Dx,
(IdK)(xm, y) = K(xm, y), pour tout y ∈ Dy.

Un aspect important de la procédure est que l’erreur faite par l’approximation EIM sur les ensembles d’ap-
prentissage Dx,trial × Dy,trial, notée εk et définie par εk := max

y∈Dy
|(δkK)(xk+1, y)|, est monitorée pendant la

procédure gloutonne. En pratique, un critère d’arrêt est utilisé sur εk au lieu de fixer un nombre de points
d’interpolation d a priori. Ainsi, en fonction de la régularité de la fonction K, l’EIM va sélectionner automa-
tiquement le nombre de points d’interpolation pour certifier l’erreur sur Dx,trial × Dy,trial. Notons que l’erreur
n’est pas certifiée sur Dx ×Dy. Une variation appelée DEIM [35] (Discrete Empirical Interpolation Method) a
été proposée pour le cas particulier où une des variables est discrète (par exemple, un numéro de composante
d’un vecteur).

Fast Multipole Method – FMM
Introduite dans [59], la FMM est une méthode de sommation rapide adaptée à certains types de problèmes.

Considérons un ensemble de points d’observations {xi}1≤i≤M , un ensemble de points source {yj}1≤j≤N de R3,
auxquels sont attachées des données scalaires {σj}1≤j≤N appelées potentiels, et un noyau R3 × R3 3 (x, y) 7→
K(x, y) ∈ R, pour lequel la dépendance en x et y n’est pas séparable (i.e. il n’existe pas de fonctions gk et hk,
1 ≤ k ≤ d telles que K(x, y) =

∑d
k=1 gk(x)hk(y)), et ayant possiblement une singularité en x = y. Pour certains

noyaux K, la somme

f(xi) :=
M∑
j=1

σjK(xi, yj), 1 ≤ i ≤ N, (7)

de complexité algorithmique O(NM) peut être approchée par une procédure de complexité asymptotique
inférieure par FMM, en O(N̄) ou O(N̄ log(N̄)), où N̄ = max(N,M).

Dans la suite, nous présentons la méthode en 1D, mais elle est directement extensible en 3D – les simulations
numériques présentées dans ce manuscrit sont en 3D. Le domaine de calcul Ω = (−L2 ,

L
2 ) est découpé en

intervalles égaux de façon récursive sous la forme d’un arbre binaire avec κ+1 niveaux. Le niveau 0 est la racine
de l’arbre : il n’y a qu’un seul intervalle égal à Ω, le niveau 1 contient le partitionnement de Ω en deux intervalles
de longueur L

2 , et les niveaux suivants sont obtenus en partitionnant de la même façon chaque intervalle du
niveau précédent, jusqu’au niveau κ, le sommet de l’arbre. La hauteur de l’arbre correspond au nombre de
niveaux. Au niveau k, le domaine contient 2k intervalles de longueur 2lκ, avec lκ := 2−κ−1L. Pour généraliser
aux dimensions supérieures, les intervelles sont appelés “bôıtes” dans la suite (un exemple d’octree de hauteur
1 en 3D est illustré dans la partie gauche de la Figure 7).
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Considérons une bôıte Ik au niveau k. Nous appelons voisinage N (Ik) d’une bôıte Ik l’ensemble contenant
Ik et les bôıtes adjacentes à Ik au niveau k. L’ensemble des autres bôıtes du niveau k, F(Ik), sont les bôıtes
en interaction lointaine par rapport à Ik. Une bôıte Jk+1 est un enfant de Ik si elle est au niveau k + 1 et
est incluse dans Ik. De même, le parent de Ik, noté P(Ik), est la bôıte du niveau k − 1 contenant Ik. Deux
bôıtes sont dites bien séparées si elles sont en interaction lointaine. La liste d’interaction de Ik, notée I(Ik), est
l’ensemble des bôıtes qui sont les enfants des bôıtes dans le voisinage du parent de la bôıte Ik et qui sont bien
séparées de Ik au niveau k, voir Figure 6.

0 L/2-L/2
k = 3

k = 2

Ik

I(Ik)

P(Ik)

N (Ik)

Figure 6 – Représentation du voisinage et de la liste d’interaction de la bôıte Ik

L’algorithme FMM repose sur une approximation de rang faible du comportement du champ lointain du
noyau de la forme :

K(x, y) ≈
d∑

l,m=1
Al,mgl(x)hm(y), x ∈ I, y ∈ J, (8)

where I and J sont des bôıtes bien séparées.

Remarque 0.1 (Dépendances des quantités aux bôıtes). Pour que l’approximation de rang-faible (8) soit
compatible avec une FMM multiniveau, gl(x) doit être indépendant de la bôıte J et hm(y) doit être indépendant
de la bôıte I.

De telles approximations de rang faible du comportement du champ lointain du noyau peuvent être ana-
lytiques, comme l’interpolation de Chebyshev [54, 62]) ou des développements multipolaires. Des FMM pour
noyaux génériques ont été développés, conduisant à des procédures indépendantes du noyau, voir [86, 121] ou
encore la Black-Box FMM [53] une implémentation reposant sur l’interpolation de Chebyshev. Pour d’autres
procédures indépendantes du noyau, nous citons [45, 46]. L’Adaptive Cross Approximation (ACA) [19, 20]
construit des approximations directement depuis les évaluations du noyau sur les points sources et d’obser-
vation K(x̄i, ȳj), en sélectionnant certaines colonnes et lignes de la matrice (K(x̄i, ȳj))i,j . L’approximation
d’une matrice par extraction de certaines de ses lignes et colonnes a été étudié dans [56]. Avec les méthodes
ACA, l’approximation de rang faible (8) est telle que gl dépend de J et hm dépend I, ce qui conduit à un
stockage de complexité dN log(N). Avec les FMM multiniveaux et les H2-matrices, gl et hm sont indépendants
de respectivement J et I, ce qui permet des factorisations supplémentaires et l’utilisation de bases imbriquées
pour abaisser la complexité du stockage à dN . Un ACA amélioré exploitant des bases imbriquées a été proposé
dans [21].

L’approximation de rang faible (8) permet la factorisation du calcul de quantités clés et la propagation
de l’information à travers une structure d’arbre, résultant en l’optimisation de la complexité algorithmique du
calcul de la quantifié d’intérêt (7). Nous donnons quelques éléments sur les flux d’information dans la structure
d’arbre dans la Figure 7.

Plan du manuscrit
Nous commençons par le Chapitre 1, où une méthode de couplage éléments de frontière / éléments finis

volumiques (BEM/FEM) est introduite pour la simulation numérique de la propagation acoustique en milieu
non borné, avec comme application le bruit rayonné par un turbo-réacteur. Nous montrons que cette méthode est
bien posée. Dans le Chapitre 2, nous présentons les travaux autour de la simulation du potentiel de gravitation
et ses dérivées première et seconde, générés par une source volumique quelconque de matière. Un couplage
BEM/FEM est testé, mais la méthode la plus prometteuse est basée sur la Fast Multipole Method (FMM). Enfin,
dans ce chapitre est également proposée une nouvelle méthode FMM pour noyaux invariants par translation.
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Dans le Chapitre 3, le plus conséquent, sont regroupés les travaux sur la réduction de modèle. La première
section est une application de la méthode des bases réduites avec l’état de l’art de l’époque, la deuxième section
investigue des problèmes de réductibilité et de stabilité en présence de phénomènes de translation importants,
la troisième section introduit une nouvelle formulation pour EIM, la quatrième section propose un nouvel
estimateur a posteriori pour la méthode des bases réduites, plus robuste aux erreurs d’arrondis machine que
l’estimateur classique et enfin la cinquième section regroupe les contributions visant à réduire la contrainte
d’intrusivité pour les méthodes de réduction de modèle par projection. D’abord, un nouvel EIM non-intrusif
est introduit, puis une méthode originale pour approcher des limites d’algorithmes de puissance de façon non-
intrusive est proposée (avec des premiers éléments théoriques sur la convergence de l’approximation proposée) et
appliquée à des solutions de problèmes linéaires et non-linéaires. Le chapitre se poursuit ensuite avec la mise en
place d’un environnement logiciel capable de construire des modèles réduits non-intrusifs (c’est-à-dire avec des
snapshot générés par des codes commerciaux), entièrement parallèles en mémoire distribuée, pour la mécanique
des structures non-linéaire, avec des applications sur des problèmes plus coûteux que ceux résolus actuellement
dans l’industrie. Ensuite, un nouvel indicateur d’erreur efficace pour les problèmes nonlinéaires en mécanique
des structures, implémenté dans la librairie parallèle nonintrusive décrite précédemment. Enfin, le chapitre se
termine avec l’utilisation de cette librairie nonintrusive à la réduction d’un problème de thermique transitoire
nonlinéaire avec variabilité nonparamétrée, pour le design d’un compresseur haute-pression.

Le Chapitre 1 et les Sections 3.1, 3.4 et 3.5.1 correspondent à la période de doctorat. Ces travaux, plus anciens,
sont résumés de façon très concise : ils ont été présentés en détail dans le manuscrit de thèse. Par exemple,
nous n’avons pas présenté les méthodes d’équations intégrales dans cette introduction (dans le manuscrit de
thèse, elle sont introduites dans la Section 1.3 et elles sont l’objet de la Partie I). Le Chapitre 2 et la Section 3.3
correspondent à la période de chercheur à l’IGN, et le reste du manuscrit, à savoir les Sections 3.2, 3.5.2-3.5.5,
et 3.6 correspondent à la période de chercheur chez Safran.
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lI3m

lI4m
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Figure 7 – Gauche : exemple d’arbre de hauteur 1 en 3D : la racine (niveau 0) de l’arbre est représentée
en noir et contient le domaine complet ; en rouge sont représentées les bôıtes du niveau 1 (8 bôıtes : 2 par
direction). Droite : flux d’information dans un arbre en 1D, l’algorithme étant exécuté de haut en bas. D’abord,
les vecteurs W (intermédiaires de calcul) sont calculés dans chaque bôıte à partir des informations locales σj et
yj (étape P2M : particule to multipole). Ensuite, dans la passe upward, les vecteurs locaux W sont assemblés à
chaque niveau (la taille et la localisation des bôıtes changent d’un niveau à l’autre dans l’arbre) en utilisant les
vecteurs W du niveau précédent (étape M2M : multipole to multipole). À chaque niveau, le vecteur g combine
les vecteurs W de la liste d’interaction (en vert) de la bôıte considérée (en rouge) (étape M2L : multipole to
local). La passe downward consiste à calculer les vecteurs l, en utilisant les vecteurs g du niveau considéré et les
vecteurs W du niveau précédent (étape L2L : local to local). Enfin, au dernier niveau, le vecteur l correspond
à une composante de l’interaction lointaine, à laquelle une étape de complexité quadratique locale est ajoutée
pour obtenir une approximation de f(xi) (étape P2P : particule to particule).
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Chapitre 1

Simulation numérique de la
propagation acoustique avec
écoulement en milieu non borné

Cette section correspond aux Publications Pub.16 et Pub.17 et aux Exposés Exp.10 à Exp.13, Exp.16,
Exp.17, Exp.21 et Exp.22.

écoulement uniforme
domaine extérieur

écoulement potentiel
domaine intérieur

objet solide

ϕ|Ω+ = ϕsc + ϕinc|Ω+
~n

~n

Ω+

Ω−

ϕ|Ω−

Γ

Γ∞

Figure 1.1 – Géométrie du cas test pour le problème aéroacoustique dans un écoulement potentiel dans un
domaine borné Ω− et uniforme à l’extérieur de ce domaine

La Figure 1.1 présente la géométrie du cas test. Le domaine intérieur, correspondant à la zone près de
l’objet diffractant où l’écoulement est non uniforme, est noté Ω−. Dans le domaine extérieur, Ω+, l’écoulement
est supposé uniforme. Le domaine complet de propagation, noté Ω ⊂ R3, est tel que Ω := Ω+ ∪ Ω− ∪ Γ∞ =
R3\{object solide}, où Γ∞ := ∂Ω+ ∩ ∂Ω− est la frontière entre les domaines intérieur et extérieur. La surface
Γ∞ est supposée Lipschitz. Une telle hypothèse est suffisamment générale pour inclure les surfaces polyédriques
que nous obtenons lorsque nous utilisons un maillage par éléments finis dans Ω−. La surface de l’objet solide
diffractant, ∂Ω−\Γ∞, est notée Γ et est supposée Lipschitz.

L’équation fondamentale sur laquelle nous nous appuyons dans cette partie est l’équation d’Helmholtz
convectée. Dans le chapitre 1.2 du manuscrit de thèse, nous détaillons les hypothèses et les calculs permet-
tant de dériver cette équation à partir des équations de Navier-Stokes. D’abord, nous supposons que, dans les
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conditions normales de température et de pression, l’air peut être considéré comme un gaz parfait. Ensuite,
nous supposons que dans l’approximation acoustique, les termes dus au tenseur des contraintes et au flux de
chaleur sont négligeables, et que les phénomènes acoustiques instationnaires sont une perturbation au premier
ordre d’un écoulement moyen stationnaire. Ensuite, en supposant l’écoulement irrotationnel et homentropique
et les perturbation harmoniques, nous obtenons l’équation d’Helmholtz convectée

ρ
(
k2ϕ+ ik ~M · ~∇ϕ

)
+ ~∇ ·

[
ρ
(
~∇ϕ−

(
~M · ~∇ϕ

)
~M + ikϕ ~M

)]
= g, (1.1)

où ρ est la densité de l’air, k = ω
c est le nombre d’onde, avec ω la fréquence de la source et c la vitesse du

son (au repos), ~M = ~vm
c est la vitesse moyenne renormalisée, avec ~vm la vitesse de l’écoulement moyen, et g

est le terme source : un monopole acoustique harmonique de pulsation ω, localisé à xs ∈ Ω+ et d’amplitude
As, tel que g := Asδxs cos(ωt), où δ représente la distribution de Dirac. L’inconnue ϕ, le potentiel acoustique,
est telle que ϕ′ = Re

(
ϕe−iωt

)
, où ~vt − ~vm = ~v = ~∇ϕ′, avec ~vt la vitesse totale et ~v la vitesse acoustique. La

pression acoustique est notée p. Dans le cas où l’écoulement moyen stationnaire est nul, ρ et k sont uniformes
et ~M = ~0, conduisant à l’équation d’Helmholtz classique ∆ϕ + k2ϕ = g. Dans nos notations, l’exposant ∞
renvoie vers des quantités propres à l’écoulement uniforme dans Ω+, tandis que l’exposant 0 renvoie vers des
quantités dépendant de l’écoulement non uniforme dans Ω−, telles que ρ|Ω− = ρ0(~x), ρ|Ω+ ≡ ρ∞, k|Ω− = k0(~x),
k|Ω+ ≡ k∞, c|Ω− = c0(~x), c|Ω+ ≡ c∞, ~M|Ω− = ~M0(~x), ~M|Ω+ ≡ ~M∞. L’écoulement est continu à travers Γ∞ et
tangent à Γ. Ainsi, ρ, k et ~M sont continus à travers Γ∞, et ~M · ~n = 0 sur Γ, ~n est la normale sortante sur Γ.
La condition aux limites sur Γ est une condition de Neumann homogène : ~∇ϕ ·~n = 0 et la condition aux limites
à l’infini est une condition de radiation de Sommerfeld. Les quantités physiques sont associées à des quantités
complexes avec la convention suivante sur, par exemple, la pression acoustique : p↔ Re (p exp (−iωt)). Dans ce
qui suit, nous considérons toujours les quantités complexes. Par ailleurs, le produit hermitien de deux vecteurs
~U, ~W ∈ C3 est noté ~U · ~W :=

∑3
i=1 UiWi, où · représente la conjugaison complexe, et la norme euclidienne

associées dans C3 est notée ‖ · ‖.
Une transformation de Prandtl–Glauert, basée sur la vitesse renormalisée ~M∞, est appliquées au domaine

complet de propagation. Elle consiste au changement de variables spatiales et temporelles suivant
~x′ = γ∞

(
~̂M∞ · ~x

)
~̂M∞ +

(
~x− ( ~̂M∞ · ~x) ~̂M∞

)
~x ∈ Ω,

t′ = t− γ2
∞
c∞

~M∞ · ~x t ∈ R,
(1.2)

où γ∞ := 1√
1−M2

∞
et ~̂M∞ := M−1

∞
~M∞ avec M∞ := | ~M∞|. La transformation spatiale correspond à une dila-

tation le long de ~̂M∞ d’amplitude γ∞, la composante orthogonale à ~̂M∞ restant inchangée. Dans ce qui suit,
nous supposons que M∞ < 1, de sorte que la transformation de Prandtl–Glauert est un C∞-difféomorphisme
de Ω × R dans Ω′ × R, où Ω′ représente le domaine de propagation transformé. Soit f tel que ϕ(~x) =
f(~x′) exp

(
−ik∞γ∞

(
~M∞ · ~x′

))
, ~x′ ∈ Ω′ ; finc et fsc sont définis à partir de ϕinc et ϕsc de la même façon,

de sorte que finc est connu analytiquement et défini dans R3. Soit ς(~x′) := ρ−1
∞ exp

(
ik∞γ∞

(
~M∞ · ~x′

))
g(~x′),

~x′ ∈ Ω′. Dans ce qui suit, nous considérons systématiquement la géométrie, les inconnues et les opérateurs
transformés, sauf lorsque spécifié autrement. Par souci de concision, les primes sont omis. Pour appliquer la
transformation de Prandtl–Glauert à une équation aux dérivées partielles dans le domaine fréquentiel, il faut
d’abord modifier les opérateurs différentiels de la façon suivante :

~∇u = N ~∇′u, ~∇ · ~U = ~∇′ · N ~U, (1.3)

pour une fonction scalaire u et une fonction vectorielle ~U . Ici, N = I + C∞ ~M∞ ~MT
∞ avec C∞ = γ∞−1

M2
∞

et
γ∞ = 1√

1−M2
∞

, et ~∇′ désigne le gradient par rapport aux variables transformées ~x′. De plus, on vérifie facilement
que

N ~M = ~M + C∞P ~M∞, N ~M∞ = γ∞ ~M∞, N ~M · ~M∞ = N ~M∞ · ~M = γ∞P, (1.4)

où P = ~M · ~M∞. Après modification des opérateurs différentiels, il faut changer la fonction inconnue par
ϕ(~x) = α(~x′)f(~x′), où α(~x′) := exp

(
−ik∞γ∞

(
~M∞ · ~x′

))
.
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Après transformation de Prandtl–Glauert, l’équation (1.1) devient

rk2βf + irk~V · ~∇′f + ~∇′ ·
(
irkf ~V + rΞ~∇′f

)
= ς, (1.5)

où r = ρ
ρ∞

, β = (1 + qP )2 − q2M2
∞, ~V = (1 + qP )N ~M − qγ∞ ~M∞, q = γ2

∞
k∞
k , Ξ = N (I − ~M ~MT )N , et

ς = ρ−1
∞ α−1g. La condition aux limite sur Γ devient

(
irkf ~V + rΞ~∇′f

)
· ~n′ = 0.

Nous montrons que le problème et les conditions aux limites transformées sont équivalents au problème de
transmission suivant, où l’opérateur de trace γ−n,Γ de Ω− sur Γ est utilisé pour formuler la condition aux limites
sur l’objet solide :

rk2βf− + irk~V · ~∇f− + ~∇ ·
(
irkf ~V + rΞ~∇f

)−
= 0 in Ω−, (1.6a)

∆fsc + k̂2
∞fsc = 0 in Ω+, (1.6b)

γ−n,Γ

(
irkf ~V + rΞ~∇f

)−
= 0 on Γ, (1.6c)

γ+
0 f

+ − γ−0 f− = 0 on Γ∞, (1.6d)
γ+

1 f
+ − γ−1 f− = 0 on Γ∞, (1.6e)

lim
r→+∞

r

(
∂(f+ − f+

inc)
∂r

− ik̂∞(f+ − f+
inc)
)

= 0. (1.6f)

Nous dérivons maintenant une formulation variationnelle. Soit X, représentant la surface Γ ou Γ∞. Le
produit scalaire dans L2(X), 〈·, ·〉L2(X),L2(X) : L2(X)× L2(X)→ C, est défini par

〈λ, µ〉L2(X),L2(X) :=
∫
X

λ(~y)µ(~y)ds(~y). (1.7)

Ce produit scalaire peut être étendu en produit de dualité sur H− 1
2 (X)×H 1

2 (X), noté 〈·, ·〉
H−

1
2 (X),H

1
2 (X)

. Nous
définissons maintenant le produit

(λ, µ)X :=

〈λ, µ〉H− 1
2 (X),H

1
2 (X)

if λ ∈ H− 1
2 (X), µ ∈ H 1

2 (X),

〈µ, λ〉
H−

1
2 (X),H

1
2 (X)

if λ ∈ H 1
2 (X) , µ ∈ H− 1

2 (X).
(1.8)

La formulation variationnelle du problème est : trouver (Φ, λ, p) ∈ H tel que ∀ (Φt, λt, pt) ∈ H,

V(Φ,Φt) +
(
N(γ−0 Φ), γ−0 Φt

)
Γ∞

+
((

D̃ − 1
2I
)

(λ), γ−0 Φt
)

Γ∞
=
(
γ1finc, γ

−
0 Φt

)
Γ∞

, (1.9a)((
D − 1

2I
)

(γ−0 Φ), λt
)

Γ∞
−
(
S(λ), λt

)
Γ∞

+ iη
(
p, λt

)
Γ∞

= −
(
γ0finc, λ

t
)

Γ∞
, (1.9b)

(
N(γ−0 Φ), pt

)
Γ∞

+
((

D̃ + 1
2I
)

(λ), pt
)

Γ∞
− δΓ∞(p, pt) =

(
γ1finc, p

t
)

Γ∞
, (1.9c)

avec l’espace produit H := H1 (Ω−) × H− 1
2 (Γ∞) × H1(Γ∞) et le produit scalaire ((Φ, λ, p) , (Φt, λt, pt))H :=

(Φ,Φt)H1(Ω−) + (λ, λt)
H−

1
2 (Γ∞)

+ (p, pt)H1(Γ∞), où

δΓ∞(p, q) :=
(
~∇Γ∞p,

~∇Γ∞q
)

Γ∞
+ (p, q)Γ∞ , (1.10)

où S, D, D̃ et N sont respectivement les opérateurs intégraux de simple couche, double couche, transposé
de l’opérateur double couche et hypersingulier et où γ−0 est la trace intérieure de Dirichlet sur Γ∞, et γ0 et
γ1 représentent les traces de Dirichlet et Neumann sur Γ∞, lorsque cette trace est continue à travers Γ∞.
Le paramètre complexe η, tel que Re(η) 6= 0, est le paramètre de couplage de l’équation intégrale à champs
combinés utilisée pour stabiliser l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann sous-jacent. De nombreux détails sur ce
couplage et les propriété des opérateurs intégraux et des opérateurs de trace sont donnés dans le manuscrit de
thèse, notamment dans la section 3.2.
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Nous montrons que si f est solution de (1.6), alors (f−, γ1f, 0) est solution de (1.9). Réciproquement, si
(Φ, λ, p) est solution de (1.9), alors R(Φ, λ) est solution de (1.6) et p = 0, où R : H → H1

loc(Ω\Γ∞) est tel
que R(Φ, λ)|Ω− := Φ et R(Φ, λ)|Ω+ := (−S(λ) + D(γ−0 Φ) + finc)|Ω+ , où S et D sont les potentiels de simple
couche et de double couche. Nous montrons aussi que (1.9) est bien posé à toutes les fréquences de la source. La
preuve repose sur l’alternative de Fredholm : (i) l’unicité est montrée grâce au lemme de Rellich et une propriété
de continuation unique forte, avec ”régularité faible” des coefficients, (ii) la forme sesquilinéaire dans (1.9) est
continue et (iii) cette forme sesquilinéaire peut être décomposée en une partie coercive (faisant intervenir les
opérateurs intégraux à fréquence nulle) et une perturbation compacte. Les preuves complètes sont disponibles
dans le section 3.7 du manuscrit de thèse.

L’utilisation de Combined Fields Integral Equations (CFIE) est bien connue pour assurer l’unicité des
problèmes intégraux à toutes les fréquences. La formulation proposée (1.9) repose justement sur un opérateur
Dirichlet-to-Neumann défini pour toutes les fréquences de la source par CFIE. Cet opérateur peut être interprété
comme un cas particulier du formalisme générique proposé dans [69] sous la forme transformation d’opérateurs
de trace, dans le cadre de problème de transmission de Helmholtz. Notre formulation (1.9) est une extension
de [69] au problème d’Helmholtz convecté avec un écoulement non-uniforme dans une région bornée de l’espace,
pour un cas particulier de transformation d’opérateur de trace dans ce formalisme.

Nous nous intéressons maintenant à l’approximation en dimension finie de l’équation (1.9). Soit M un
maillage tétraédral régulier de Ω−. Le maillage F∞ de Γ∞ est composé des faces libres deM. Soient hM > 0 le
diamètre de maille, V 1

M l’espace des polynômes continus affines par morceau surM, S0
M l’espace des polynômes

constants par morceaux sur F∞, et S1
M l’espace des polynômes continus affines par morceau sur F∞. Soit HM :=

V 1
M×S0

M×S1
M. La discrétisation de (1.9) est : trouver (ΦM, λM, pM) ∈ HM tel que, ∀ (ΦtM, λtM, ptM) ∈ HM,

a
(
(ΦM, λM, pM) ,

(
ΦtM, λtM, ptM

))
= b

(
ΦtM, λtM, ptM

)
, (1.11)

avec a et b directement déduits de (1.9). Dans ce qui suit, nous notons A . B l’inégalité A ≤ cB avec c une
constante positive indépendante du diamètre de maille et des solutions discrète et continue. Nous montrons la
propriété d’approximation suivante : ∀(Φ, λ, p) ∈ H2(Ω−)×H 1

2 (Γ∞)×H2(Γ∞),

inf
(ΦM,λM,pM)∈HM

‖(Φ, λ, p)− (ΦM, λM, pM)‖H . hM

(
‖Φ‖H2(Ω−) + ‖λ‖

H
1
2 (Γ∞)

+ ‖p‖H2(Γ∞)

)
. (1.12)

Soient (θi)1≤i≤p, (ψi)1≤i≤q et (ξi)1≤i≤r, les bases éléments finis pour V 1
M, S0

M et S1
M respectivement. La

décomposition de, par exemple, pM ∈ S1
M sur la base (ξi)1≤i≤r est écrite de la forme pM =

∑r
i=1 pMiξi. Ces

fonctions de bases sont à valeurs réelles. Soient

uM =

 (ΦMi) 1≤i≤p
(λMi) 1≤i≤q
(pMi) 1≤i≤r

 , B =


(
γ1finc, γ

−
0 θi
)

Γ∞ 1≤i≤p
− (γ0finc, ψi)Γ∞ 1≤i≤q

(γ1finc, ξi)Γ∞ 1≤i≤r

 , (1.13)

A =

 V(θj , θi) +
(
N(γ−0 θj), γ−0 θi

)
Γ∞

((
D̃ − 1

2I
)

(ψj), γ−0 θi
)

Γ∞
0((

D − 1
2I
)

(γ−0 θj), ψi
)

Γ∞
−(S(ψj), ψi)Γ∞ iη(ξj , ψi)Γ∞(

N(γ−0 θj), ξi
)

Γ∞

((
D̃ − 1

2I
)

(ψj), ξi
)

Γ∞
−δΓ∞(ξj , ξi)Γ∞

 , (1.14)

où, dans la définition de A, i désigne les lignes et j, les colonnes. Le système linéaire résultant de (1.11) est

AuM = B. (1.15)

Nous montrons maintenant l’inf-sup stabilité de (1.11). Pour toutes les fréquences de la source, si hM est
suffisamment petit, alors pour tout (ΦM, λM, pM) ∈ HM,

sup
(0,0,0) 6=(ΦtM,λtM,ptM)∈HM

∣∣astab ((ΦM, λM, pM) , (ΦtM, λtM, ptM))
∣∣

‖(ΦtM, λtM, ptM)‖H
& ‖(ΦM, λM, pM)‖H. (1.16)

Nous pouvons alors en déduire l’estimation d’erreur optimale suivante. Pour toutes les fréquences de la source,
si hM est suffisamment petit, le problème discret (1.11) a une unique solution (ΦM, λM, pM) ∈ HM, et

‖ (Φ, λ, p)− (ΦM, λM, pM) ‖H . inf
(ΦtM,λtM,ptM)∈HM

‖ (Φ, λ, p)−
(
ΦtM, λtM, ptM

)
‖H, (1.17)

Fabien Casenave 4 Safran Tech



où (Φ, λ, p) est l’unique solution de (1.9).
Dans le manuscrit de thèse, nous présentons également une autre formulation variationnelle, qui est sensible

à des fréquences de résonance, pour lesquelles elle admet une infinité de solutions. Cette formulation est appelée
instable, alors que la formulation (1.9) est appelée stable du fait qu’elle est bien posée à toutes les fréquences.
La formulation instable correspondait à une première étape dans le processus de recherche et conduit à des
systèmes linéaires de plus petite taille que la formulation (1.9).

Les deux formulations ont été implémentées dans le code d’éléments de frontière d’Airbus appelé ACTIPOLE.
Ce logiciel peut traiter des géométries générales tri-dimensionnelles. Le solveur itératif est un block-GMRES sans
restart, valide pour les systèmes linéaires non-symétriques. Ce solveur est optimisé pour prendre en compte les
spécificités de chaque bloc de la matrice A (1.14). Les blocs pleins sont accélérés par un produit rapide utilisant
la fast multipole method. Des techniques de parallélisation “out-of-core” sont utilisées. Le préconditionneur
utilise une combinaison d’inverse approché creux et de factorisation par le solveur direct MUMPS.

De nombreuses simulations ont été réalisées et sont présentées dans le manuscrit de thèse. Dans un premier
exemple, nous comparons les formulations stables et instables pour justifier que le surcoût de calcul de la
formulation stable est nécessaire. On considère un ellipsöıde de révolution dont l’axe de symétrie est dirigé le
long de l’axe z. Cet objet est inclus dans une boule. La frontière extérieure de cette boule, après discrétisation,
est la surface Γ∞. Un écoulement potentiel est calculé autour de l’ellipsöıde et dans la boule, de sorte que
l’écoulement est uniforme à l’extérieur de la boule, de nombre de Mach 0.3 et dirigé le long de l’axe z, voir
Figure 1.2. Un monopole acoustique est localisé en amont de la boule, sur l’axe z. Nous considérons 4 maillages
différents, Mesh 1 à Mesh 4, du plus fin au plus grossier.

Figure 1.2 – Gauche : représentation de Mesh 1, droite : écoulement potentiel autour de l’ellipsöıde.

Dans la Figure 1.3, nous comparons le conditionnement des matrices obtenues avec les formulations stables
et instables. Le conditionnement des matrices obtenues avec la formulation stable est insensible aux fréquences
de résonance, alors que pour la formulation instable, le conditionnement explose d’autant plus que le maillage
est fin. La formule de Weyl indique que le nombre de fréquences de résonance inférieures à f croit comme f 3

2 ,
indiquant que le recours à la formulation stabilisée est d’autant plus nécessaire que les fréquences étudiées sont
élevées. La divergence du conditionnement a des conséquences désastreuses sur la qualité du résultat calculé.
Dans la Figure 1.4, nous remarquons que le champ de pression diffracté calculé par la formulation instable est
dominé par l’amplification des erreurs d’approximation, conséquence du mauvais conditionnement de la matrice
associée.

Nous présentons maintenant un cas-test industriel, simulé par Nolwenn Balin à Airbus. Il consiste en un
modèle de turboréacteur simplifié, avec des surfaces modales (surfaces sur lesquelles la source acoustique est
définie et décomposée sur une base modale) orthogonales à ~ez, voir la Figure 1.5 gauche. L’écoulement lointain
est défini par ~M∞ = −0.3~ez et l’écoulement imposé au niveau des surfaces modales est défini par ~MM = −0.42~ez.
L’écoulement potentiel dans le domaine intérieur est calculé par un algorithme de point fixe, voir la Figure 1.5
droite. Le diamètre de maille moyen est 83 mm, correspondant à 11.8 × 106 tétraèdres et 1.2 × 106 degrés
de liberté. Nous considérons une source modale sur les pâles amont de fréquence 200 Hz. Le calcul, accéléré
par la FMM, prend 1h30 sur 160 cœurs. Sur la Figure 1.6 sont représentés les champs de pression acoustiques
correspondant aux deux premiers modes de la source.
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Figure 1.3 – Conditionnement de la matrice pour la formulation instable (traits continus) et la formulation
stable (1.9) (pointillés). Gauche : représentations centrées autour d’une résonance, pour les quatre maillages,
droite : large bande de fréquence avec Mesh 2.

Figure 1.4 – Mesh 1, à 1509.849 Hz, une fréquence de résonance. Champ de pression diffracté ; gauche :
formulation instable, droite : formulation stable (1.9).

Figure 1.5 – Gauche : géométrie du turboréacteur ; droite : écoulement potentiel dans le domaine intérieur
(haut : nombre de Mach, bas : densité, calcul par N. Balin.)

Figure 1.6 – Pression acoustique correspondant aux deux premiers modes de la source, calcul par N. Balin.
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Chapitre 2

Simulation efficace du potentiel de
gravitation généré par une source
volumique quelconque

Une partie des recherches conduites au Laboratoire de Recherche en Géodésie (LAREG) de l’IGN ont pour
but de répondre aux besoins d’amélioration des références géodésiques, géométriques et altimétriques sur Terre.
Avec l’amélioration et le développement exceptionnel des méthodes de mesures ces deux dernières décennies
(positionnement par GPS, gravimétrie spatiale, etc), le traitement et l’interprétation des données de géodésie
globale demandent de plus en plus de modélisations analytiques et numériques, que ce soit pour la combinaison
de données de sources hétérogènes ou pour la correction, par exemple, des mouvements d’origine géophysique
des stations de géodésie spatiale. Dans ce cadre, nous pouvons distinguer deux enjeux qui demandent un effort
de modélisation particulier :

— La détermination du champ de pesanteur terrestre à haute résolution est un problème intrinsèquement
sous déterminé à haute résolution en raison de la faible densité ou qualité des observations disponibles au
sol, mais très fortement contraint à basse résolution depuis la disponibilité d’observations de gravimétrie
spatiale (missions GRACE [2] puis GOCE [1]). Le LAREG conduit des recherches visant à l’inversion d’une
représentation du potentiel de pesanteur (en fonction de la position et du temps) à partir d’observations
hétérogènes de gravimétrie, à la fois en orbite et à la surface de la Terre sur des réseaux de mesures
complexes. La modélisation précise de la topographie sur le champ de pesanteur est dans ce contexte un
problème majeur.

— La composante solide de la Terre se déforme constamment sous l’action de nombreuses sollicitations
”externes”, tels que les surcharges climatiques engendrées par les enveloppes fluides de surface (océan,
atmosphère, hydrologie continentale, glace), les marées luni-solaires, ou encore les séismes. Cela se traduit
par le mouvement continuel des stations de mesure de géodésie spatiale et par des variations de pesanteur,
qui entachent la précision et la stabilité de la détermination des référentiels de positionnement à la fois
géographiques (le repère international de référence terrestre dont le LAREG est en charge) et verticaux
(la surface équipotentielle de gravité que l’on appelle ”géöıde”). Nous parlons de déformations gravito-
visco-élastiques de la Terre.

Mes travaux réalisés à l’IGN s’inscrivent dans ce contexte de correction de champs de gravitation d’effets
connus. Dans la Section 2.1 un algorithme est proposé pour générer un maillage tétraédrique de façon efficace,
modélisant la différence entre la Terre et l’ellipsöıde de référence WGS84, localement ou globalement sur la Terre
entière. Dans la Section 2.3, nous proposons une méthode, utilisant la FMM, pour calculer de façon efficace
le champs de gravitation (et ses dérivées première et seconde) d’une densité de matière quelconque et nous
l’appliquons à la correction des effets topographiques (localement ou globalement sur la Terre) et des effets
d’infiltration souterraine d’eau. Enfin, nous proposons dans la Section 2.4 une nouvelle méthode de sommation
rapide pour noyaux invariants par translation.
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2.1 Un algorithme de maillage adapté au calcul des corrections to-
pographiques

Cette section correspond au Rapport Rap.4.
Les méthodes classiques de correction topographique consistent à projeter des données sur des bases de

fonctions comme les harmoniques sphériques, les splines ou les ondelettes [103], qui sont calculées à des points
d’un réseau particulier, qui devient de plus en plus dense pour tirer profit de données avec une résolution
grandissante. Les temps de calculs deviennent très importants et un besoin est exprimé pour des algorithmes
rapides capables d’analyser des données très volumineuses. Par ailleurs, avec les méthodes classiques, la précision
des données est altérée lors de leur projection sur la base de fonctions considérée. Par ailleurs, certaines bases,
comme les harmoniques sphériques, sont globales (pas de raffinement local possible) et ces bases sont toutes
restreintes à des géométriques sphériques et elliptiques. Les données sont alors exploitées sous forme de densité
surfacique sur ces géométries imposées.

Dans cette section, nous proposons un algorithme pour générer des maillages tétraédriques à partir des
données topographiques ETOPO1 [9] : l’information d’altitude du terrain est utilisée directement, sans projection
ni interpolation. Pour ce faire, un maillage triangulaire est d’abord proposé, à partir d’une sélection uniforme
à la surface du globe des positions associées aux données ETOPO1. Ensuite, la différence entre la surface de la
Terre et l’ellipsöıde de référence est ensuite maillée en tétraèdre à partir de ce maillage surfacique. Une attention
particulière est accordée au traitement des côtes (l’intersection entre la surface de la Terre et cet ellipsöıde de
référence).

Un algorithme de construction rapide d’un maillage triangulaire à la surface d’une sphère

La création d’un maillage homogène à la surface d’une sphère est un problème connu et traité dans la
littérature. Parmi les solutions existantes, [18] propose une subdivision itérative des 20 faces d’un icosaèdre
régulier, [98] propose la “cubed sphere”, la projection de maillages cartésiens depuis les faces d’un cube inscrit
dans la sphère et [57] propose une subdivision régulière (en terme d’aire des éléments de la partition) de la
surface de la sphère (HEALPix). Nous proposons une méthode alternative simple pour mailler la surface de la
sphère avec des triangles, calculée en complexité linéaire par rapport au nombre de nœuds du maillage.

Notons respectivement θ et φ la latitude et la longitude. Nous montrons que choisir b
√
Nπ
2 c + 1 valeurs

équidistantes pour la latitude (i.e. θi = −π2 +2i
√

π
N , 0 ≤ i ≤ b

√
Nπ
2 c) et b

√
Nπ cos(θic points équidistants sur le

cercle de latitude correspondante conduit à un ensemble de points répartis de façon quasi uniforme à la surface
du globe, où b·c est la partie entière. En effet, la densité de point à la surface de la sphère est cos(θ)

b
√
Nπ cos(θ)cb

√
Nπ
2 c

,
qui est approximativement indépendante de la position du point. Nous montrons également que le nombre de
points ainsi choisis est N (dans la limite N � 1).

Une fois les points déterminés, la construction du maillage triangulaire repose sur une heuristique simple,
illustrée sur la Figure 2.1. Les triangles sont construits récursivement latitude par latitude : en fonction de la
position du point rouge par rapport aux 3 points verts successifs de latitude supérieure illustrés sur la figure,
nous distinguons 4 cas différents conduisant à une mise à jour différent du maillage. En pratique dans nos
applications, ces 4 cas de figure ont été rencontrés, le 2ème étant le plus rare. Le point vert entouré devient le
prochain premier point du triplé de points verts de la latitude supérieure.

A

B C

D

A

B C

D

Figure 2.1 – Illustration des 4 cas possibles sur la construction des premiers triangles de la 3ème valeur de
latitude. La différence entre les cas 3 et 4 réside dans les longueurs relatives des segments [AC] et [BD]
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Par construction, la complexité algorithmique de la procédure de maillage est linéaire en N .

Caractéristiques et comparaison avec des algorithmes existants

Nous appelons “géographique” le maillage constitué des quadrilatères (projetés sur la sphère) définis par des
valeurs régulières de latitude et longitude. Dans la Table 2.1, nous comparons notre algorithme avec d’autres
algorithmes classiques, selon les critères suivants : l’homogénéité de la distribution de points à la surface de
la sphère, l’égalité de la surface des éléments (en pratique, le bruit des instruments de mesure est intégré sur
les surfaces des éléments lorsque nous représentons des champs acquis expérimentalement). Les distributions
à isolatitudes permettent des traitements rapides par harmoniques sphériques. Pour des raisons pratiques ou
algorithmiques, il peut être intéressant de pouvoir choisir finement le nombre de points sur la sphère. Dans
notre algorithme, nous pouvons choisir n’importe quel nombre de points sur l’équateur, ce qui conduit à une
certaine souplesse dans le nombre total de points N , qui n’est pas disponible dans les processus de construction
de icosaèdre et HEALPix.

notre algorithme géographique icosaèdre [18] cubed sphere [98] HEALPix [57]
distribution homogène oui non oui oui oui
éléments d’aire égale approché non approché approché exact

distribution isolatitude oui oui non non oui
complexité linéaire oui oui oui oui oui
densité quelconque oui oui non oui non

Table 2.1 – Comparaison de quelques algorithmes pour calculer un maillage à la surface d’une sphère

La Figure 2.2 représente l’évolution linéaire temps de construction du maillage par rapport au nombre de
points du maillage. La construction d’un maillage avec 1 million de points prend environ 1 minute.

Figure 2.2 – Temps d’exécution en fonction du nombre de points dans le maillage.

Pour évaluer la qualité des maillages créés par notre algorithme, nous appliquons l’algorithme suivant,
avec comme condition initiale le maillage obtenu par notre algorithme : nous modifions la position des points
négativement le long du gradient de la 1-énergie du système de points définie par

∑
1≤i<j≤N ‖xi − xj‖−1, en

utilisant un schéma de Gauss-Seidel adaptatif, sans modifier la connectivité des triangles (cela revient à chercher
une approximation des points de 1-Fekete sur la sphère). Notons que cette procédure étant de complexité
quadratique, elle ne peut être considérée pour des données volumineuses. Ensuite, nous améliorons la qualité
du maillage en considérant chaque paire de triangles et éventuellement en intervertissant l’arête partagée, pour
qu’elle soit la plus petite possible, selon la Figure 2.3. En comparant le maillage créé par notre algorithme et
son amélioration décrite ci-dessus, nous remarquons que l’écart-type sur la longueur des arêtes passe de 0.111 à
0.0662 (les points de Fekete cherchent les écarts de longueurs d’arêtes), mais que l’écart-type sur la surface des
triangles passe de 0.0132 à 0.0244. Par ailleurs, la propriété d’isolatitude est perdue.
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Figure 2.3 – Cas où l’arête partagée entre deux triangles est modifiée pour diminuer sa longueur

Ainsi, nous remarquons que notre algorithme, basé sur une heuristique simple, jouit de propriétés intéressantes
de la Table 2.1, sans trop s’écarter d’une approximation de la solution optimale des points de 1-Fekete.

Un maillage volumique pour calculer les corrections topographiques

Nous disposons maintenant de données ETOPO1 d’altitudes sur un maillage géographique. Pour créer un
maillage sans modifier les données, nous n’avons pas la liberté de choisir des points sur la surface de la Terre,
mais nous choisissons de ne garder qu’un nombre de points donné par latitude (b

√
Nπ cos(θic ), de sorte à

garder une densité homogène à la surface de la sphère, voir Figure 2.4.

discarded point discarded point

Figure 2.4 – Irrégularités locales introduites par la procédure ; gauche : tous les points sont gardés à l’équateur,
droite : 1 points sur 3 est gardé à l’équateur

Nous expliquons maintenant comment un maillage de la différence entre la surface de la Terre et ellipsöıde
de référence WGS84 est obtenu. Le maillage triangulaire obtenu est projeté d’une part sur la surface de la
Terre (avec les informations d’altitude) et d’autre part sur l’ellipsöıde de référence. L’idée est de construire des
tétraèdres entre ces deux surfaces : la Figure 2.5 montre les deux cas de figure avec et sans intersection (présence
de côte maritime) sur la gauche, et comment les prismes à base triangulaire obtenus sont ensuite resubdivisés
en tétraèdre sur la droite. Pour obtenir un maillage uniforme, des subdivisions verticales sont ajoutées dans les
zones d’altitudes importantes.

A

B

C

D

E

F

Figure 2.5 – Procédure de création de tétraèdres à partir du maillage triangulaire de surface ; sur la droite est
indiqué comment le prisme à base triangulaire ADEFBC est subdivisé en les tétraèdres AEFD, ABCF et ACFD

L’algorithme a été appliqué aux données ETOPO1 à différentes résolutions, voir Table 2.2 pour une descrip-
tion des maillages obtenus et les temps d’exécution sur un processeur AMD Opteron 6276@2.3GHz. L’algorithme
est implémenté en python, et pytables [7] est utilisé pour manipuler des données importantes dépassant la taille
de la mémoire vive : en format hiérarchique, les formats de points, triangles et tétraèdres ont une taille respective
de 9 GB, 3.4 GB et 14 GB pour la résolution à 1 minute.

Un avantage intéressant de cet algorithme est la possibilité de créer des maillages de régions locales, de
nombreuses études de corrections topographiques étant réalisées pour des régions limitées. Dans la Figure 2.6
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résolution 1 min résolution 3 min résolution 10 min
temps. exec. nombre temps. exec. nombre temps. exec. nombre

Points 5h09m07s 148’522’898 49m35s 16’491’636 25m35s 1’482’684
Mail. triang. 3h32m23s 297’002’590 24m10s 32’968’870 02m22s 2’961’046
Mail. tétra. 5h34m55s 891’845’305 49m06s 99’169’384 05m09s 8’933’982

Table 2.2 – Temps d’exécution et nombre de points, triangles et tétraèdres des maillages construits

sont représentées des maillages volumiques obtenus avec notre algorithme, où, pour des raisons de représentation,
les altitudes ont été multipliées par 5 sur la péninsule indienne, et par 10 sur la France.

Figure 2.6 – Gauche : maillage topographique pour la région de latitude 0◦ ≤ θ ≤ 50◦ et longitude 60◦ ≤ φ ≤
120◦, avec une résolution de 10 min : droite maillage grossier de la France (région de latitude 42◦ ≤ θ ≤ 51◦
et longitude −5◦ ≤ φ ≤ 8◦) pour identifier les tétraèdres, notamment les traitements aux côtes. Les effets
topographiques sont respectivement amplifiés par des facteurs 5 et 10.

2.2 Couplage BEM/FEM pour les équations de gravitation

Considérons le problème de calcul du potentiel de gravitation suivant :



∆Φ = 1 dans la Terre : Ω−

∆Φ = 0 exterieur de la Terre : Ω+

[γ0Φ]Γ = 0 continuité du potentiel
[γ1Φ]Γ = 0 continuité de la dérivée normale du potentiel
Φ(|x|)→ 0
|x|→∞

décroissance à l’infini

(2.1)

où [γ0Φ]Γ et [γ1Φ]Γ représentent le saut des traces de Dirichlet et de Neumann à travers Γ := ∂Ω−, la surface
de la Terre.

A l’instar de la méthode proposée dans le Chapitre 1, nous proposons une méthode de couplage fort pour
les inconnues surfaciques et volumiques. La formulation variationnelle obtenue est : Trouver (Φ, λ) ∈ H1(Ω−)×
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H−
1
2 (Γ) tel que pour tout (Φt, λt) ∈ H1(Ω−)×H− 1

2 (Γ),
∫

Ω−
~∇Φ · ~∇Φt +

(
N(γ−0 Φ), γ−0 Φt

)
Γ +

((
D̃ − 1

2I
)

(λ), γ−0 Φt
)

Γ
= −

∫
Ω−

Φt,((
D − 1

2I
)

(γ−0 Φ), λt
)

Γ
−
(
S(λ), λt

)
Γ = 0,

(2.2)

où nous rappelons que S, D, D̃ et N sont respectivement les opérateurs intégraux de simple couche, double
couche, transposé de l’opérateur double couche et hypersingulier associés au noyau de Laplace et où γ−0 est
la trace intérieure de Dirichlet sur Γ et (·, ·)Γ est l’extension du produit scalaire dans L2(Γ) au produit de
dualité H− 1

2 (Γ)×H 1
2 (Γ). Une approximation en dimension finie de (2.2) est introduite de la même façon que

pour (1.11). Une approximation de la solution de (2.1) est ensuite obtenue par :{
Φ dans Ω− ∪ Γ(

−S(λ) +D(γ−0 Φ)
)
|Ω+ dans Ω+,

(2.3)

où S and D sont les potentiels de simple couche et de double couche associés au noyau de Laplace.
Dans le code industriel ACTIPOLE, une routine a été ajoutée pour prendre en compte un second membre

non nul pour les inconnues volumiques et les routines d’assemblages des opérateurs intégraux ont été modifiées
pour traiter le cas du noyau de Laplace. Ces développements ont été testés sur les applications numériques
suivantes :

1. boule :
Pour une boule de rayon 1, la solution analytique est radiale, telle que Φ(r) = −0.5 + r2

6 pour r ≤ 1
et Φ(r) = − 1

3r pour r > 1. Une comparaison entre une solution calculée par ACTIPOLE et la solution
analytique est proposée dans la Figure 3.17. Nous remarquons un écart satisfaisant, étant donné le niveau
de discrétisation du maillage.

Figure 2.7 – Gauche : potentiel de gravitation dans le cas de la boule ; droite : coupe du potentiel de gravitation
le long d’un rayon de la boule - noir : solution calculée, bleu : solution analytique.

2. modèle simplifié d’un massif montagneux
Dans cette application, nous considérons un modèle simplifié de massif montagneux, voir Figure 2.8. Nous
traçons le potentiel de gravitation le long d’une ligne qui pénètre et ressort du massif deux fois. La solution
est régulière à l’extérieur du massif, par la régularisation du post-traitement dans le domaine extérieur,
mais moins régulière à l’intérieur, où la qualité de discrétisation du maillage a plus d’influence, voir (2.3).

3. correction topographique
En utilisant des maillages (relativement grossiers) générés par la stratégie présentée dans la Section 2.1,
nous obtenons les résultats de la Figure 2.9.

L’outil développé offre une nouvelle technique du calcul du modèle du champ de gravitation avec les avan-
tages suivants par rapport aux méthodes classiques en géosciences (par ex. les développements en harmoniques
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Figure 2.8 – Gauche : potentiel de gravitation sur un massif montagneux et ligne de coupe ; droite : potentiel
de gravitation le long de la ligne de coupe.

Figure 2.9 – Gauche : les trois maillages considérés, avec les densités (la correction topograpihque est la somme
des calculs sur ces trois géométries) ; droite : potentiel de gravitation et sa dérivée normale, à 10 km d’altitude

sphériques) : (i) géométrie quelconque, non limitée à la sphère ou l’ellipsöıde de révolution, (ii) possibilité
d’augmenter localement la résolution sans impacter fortement le coût de calcul, (iii) ajouter des informations
de mesures de sources diverses sur des maillages hétérogènes, tout en prenant en compte la topographie.

Le développement de ce type de modèle peut accompagner la formulation des problèmes inverses (au sens
très général) en sismologie et en gravimétrie, c’est-à-dire pour la détermination de la structure interne de la Terre
en paramètres élastiques, viscosité et densité. Dans ce cadre, ces travaux pourraient contribuer aux recherches
sur la dynamique globale de la Terre solide et sur l’évolution climatique.

Une perspective de ce travail serait de rendre la procédure compatible avec les solveurs performants d’ACTI-
POLE (Mumps pour la condensation du problème interne et la FMM pour le problème surfacique) et la tester
sur des cas de grande échelle. Une autre perspective consiste à développer ces approches de couplage éléments
de frontière / éléments finis pour les équations gravito-visco-élastiques (couplage entre l’équation de Helmholtz
à basses fréquences et l’équation de Poisson, pour des rhéologies visco-élastiques) : sans les constantes physiques
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et dans son état le plus simple, le système à résoudre s’écrit

∆~u+ ~∇Φ = ~1 dans la Terre : Ω−

∆Φ + ~∇ · ~u = 0 dans la Terre : Ω−

∆Φ = 0 exterieur de la Terre : Ω+

[γ0Φ]Γ = 0
[γ1Φ]Γ = ~n · ~u−|Γ

~n · ~∇ui−|Γ = 0 1 ≤ i ≤ 3
Φ(|x|)→ 0
|x|→∞

(2.4)

où u est le déplacement, et qui admet comme formulation variationelle :
Trouver (u,Φ, λ) ∈ H1(Ω−)3 × H1(Ω−) × H− 1

2 (Γ) tel que pour tout (ut,Φt, λt) ∈ H1(Ω−)3 × H1(Ω−) ×
H−

1
2 (Γ), 

−
3∑
i=0

∫
Ω−

~∇ui · ~∇uti +
∫

Ω−
~∇Φ · ~ut =

∫
Ω−
~1 · ~ut,∫

Ω−

(
~∇Φ · ~∇Φt + ~u · ~∇Φt

)
+
(
N(γ−0 Φ), γ−0 Φt

)
Γ +

((
D̃ − 1

2I
)

(λ), γ−0 Φt
)

Γ
= 0,((

D − 1
2I
)

(γ−0 Φ), λt
)

Γ
−
(
S(λ), λt

)
Γ = 0.

(2.5)

2.3 Calcul rapide de champs de gravitations par Fast Multipole Me-
thod

Cette section correspond aux Publications Pub.13 et Pub.14 et aux Exposés Exp.7 à Exp.9 et Exp.20.
Comme évoqué en introduction du manuscrit, de nombreuses applications en géosciences nécessitent de

nettoyer les champs de gravitation mesurés. Dans la Section 2.1, nous avons présenté un algorithme pour
obtenir un maillage tétraédrique pour une densité quelconque de matière. Une fois ce maillage obtenu, et avec
une densité associée à chaque tétraèdre, il nous faut une méthode efficace de calcul du champs de gravitation,
et selon les applications, de ses dérivées première et seconde.

Dans cette section, nous présentons une procédure numérique efficace pour le calcul des corrections de
champs de gravitation, reposant sur une méthode d’intégration accélérée par FMM, et avec des applications
au calcul des corrections topographiques, mais aussi une correction due aux masses d’eau infiltrées en milieu
forestier.

Le potentiel de gravitation généré par une densité de masse ρ est donné par l’intégrale de Newton

φ(x) := G

∫
y∈V

ρ(y)
‖x− y‖

dV (y), (2.6)

où G est la constante gravitationnelle et dV est l’élément de volume. Les dérivées première et seconde de φ
s’écrivent respectivement

gi(x) := ∂φ

∂xi
(x) = G

∫
y∈V

ρ(y) yi − xi
‖x− y‖3

dV (y), 1 ≤ i ≤ 3, (2.7)

et
Ti,j(x) := ∂2φ

∂xi∂xj
(x) = G

∫
y∈V

ρ(y)
(

3(xi − yi)(xj − yj)
‖x− y‖5

− δi,j
‖x− y‖3

)
dV (y), 1 ≤ i, j ≤ 3, (2.8)

où δi,j est le symbole de Kronecker. De nombreuses méthodes ont été proposées pour calculer ces expressions,
notamment des méthodes d’intégration analytiques sur des polyèdres [94], des transformations de Fourier ra-
pides [23] et des méthodes utilisant des tesseröıdes [61] (restreintes à des géométries sphériques et ellipsöıdales).
Nous renvoyons vers Pub.14 pour une liste étendue de références.
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Il n’existe pas de méthode analytique pour calculer (2.7) pour des distributions de masse quelconque. Dans
un premier temps, la distribution de masse est approchée par un maillage tétraédrique comme présenté dans la
Section 2.1, et l’équation (2.7) devient

gi(x) = G

N∑
k=1

∫
y∈Vk

ρ(y) yi − xi
‖x− y‖3

dV (y), 1 ≤ i ≤ 3, (2.9)

où {Vk}1≤k≤N désigne l’ensemble des tétraèdres du maillage (des relations équivalentes sont obtenues pour (2.6)
et (2.8). Une fois exprimées sur un maillage tétraédrique, ces intégrales peuvent être calculées analytiquement ;
nous considérons en particulier les formules [94, Équation (31) et (51)] respectivement pour le calcul du potentiel
de gravitation et de ses dérivées première et seconde. La formule analytique pour calculer ~g est appelée ici formule
de Okabe. Une autre façon de calculer ces intégrales est d’utiliser des schémas d’intégration numérique appelés
formules de quadrature. Le calcul de ~g du à l’influence du tétraèdre Vk est approché par

gi(x)Vk ≈ G
S∑
s=1

ωVk,sρ(yVk,s)
(yVk,s)i − xi
‖x− yVk,s‖3

v(Vk), 1 ≤ i ≤ 3, (2.10)

où S est l’ordre de la quadrature, et {ωVk,s}1≤s≤S , {yVk,s}1≤s≤S sont les poids et points de quadrature associés
au tétraèdre Vk, et v(Vk) est le volume de Vk.

En terme de précision, les formules de Okabe et par quadrature ont un comportement différent : la formule
de Okabe est précise proche des sources (tétraèdres) et manque de précision loin des sources ( [77, Chapitre 5] :
accumulation des erreurs d’arrondi machine), tandis que les quadratures ont un comportement opposé (du à la
singularité pour x = yVk,s dans (2.10)). Nous évaluons sur la Figure 2.10 la différence relative suivante sur un
ensemble de points d’observation à diverses distances de tétraèdres :

Er :=
√∑

i ‖~gq(xi,r)− ~gO(xi,r)‖22√∑
i ‖~gO(xi,r)‖22

, (2.11)

où ‖ · ‖2 est la norme euclidienne dans R3, et ~gO(xi,r) et ~gq(xi,r) correspondent à des évaluations de ~g avec
respectivement les formules d’Okabe et de quadrature.

Figure 2.10 – Er (2.11) pour diverses valeurs de r/c (ratio d’aspect entre la distance au barycentre du tétraèdre
et l’arête moyenne) ; gauche : avec une quadrature à 1 point, droite : avec un quadrature à 15 points

L’idée est de considérer, pour chaque point d’observation, deux ensembles de tétraèdres : ceux en interaction
proche, pour lesquels les effets gravitationnels seront calculés par la formule de Okabe, et ceux en interaction
lointaine, pour lesquels les formules de quadrature seront utilisées de sorte que chaque formule soit appliquée
dans le régime où elle est précise. Enfin, les formules de quadrature seront accélérées par Fast Multipole Method
(FMM), rendant la complexité algorithmique de la procédure complète linéaire par rapport au nombre de points
d’observation et aux nombre de tétraèdres, rendant possibles les calculs de très grande échelle.
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Couplage formule analytique de Okabe et quadratures accélérées par FMM

Dans l’algorithme FMM, la notion d’interactions proches et lointaines au sens de l’arbre a été introduite :
un couple tétraèdre et point d’observation sont considérés en interaction proche s’ils sont dans la même bôıte ou
des bôıtes adjacentes, et en interaction lointaine sinon. Ainsi, les interactions lointaines peuvent être accélérées
par FMM car de la forme (7), alors que nous pouvons utiliser l’algorithme de notre choix pour les interactions
proches : dans notre cas la formule Okabe. A données fixées (maillage tétraédrique de la densité de matière
et ensemble de points d’observations), le ratio d’aspect doit être choisi de sorte que chacune des formules soit
utilisée dans le régime où elle est précise, et la distance séparant ainsi les interactions proches et lointaines va
directement déterminer la hauteur de l’arbre. D’autres paramètres sont également à choisir : le nombre de nœuds
de Chebychev par dimension dans l’approximation lointaine du noyau et le nombre de points de quadratures.
Une campagne numérique a été réalisée pour déterminer les paramètres donnant l’algorithme le plus rapide
garantissant une précision relative de 2× 10−4 sur le résultat du calcul, voir Figure 2.11. Les paramètres choisis

Figure 2.11 – Gauche : temps de calcul des interaction proches (Okabe) et lointaines (far FMM) en fonction de
la hauteur de l’arbre pour 1 et 5 points de quadrature, et 4, 5 et 6 nœuds de Chebyshev par dimension ; droite :
précision relative en fonction de la hauteur de l’arbre pour 1, 5 et 11 points de quadrature et 4, 5 et 6 nœuds
de Chebyshev par dimension. Le calcul correspond à 1,000 points d’observation autour d’un cube discrétisé en
13,712 tétraèdres, dont la solution analytique est connue.

sont : une quadrature à 1 point, 5 nœuds de Chebychev et un ratio d’aspect de 2.
Considérons la Figure 2.12 : en comparant la solution analytique connue de la boule avec notre procédure

pour des jeux de paramètres conduisant à une précision de 10−4 (dans l’étude présentée dans la Figure 2.11),
nous vérifions que les 4 maillages proposés conduisent à une précision relative de respectivement 10−1, 2×10−2,
3 × 10−3 et 10−3. Ainsi, il n’apparâıt pas utile de chercher une précision relative meilleure que 2 × 10−4 pour
notre procédure, dans la mesure où l’approximation de la boule par des tétraèdres conduit à une erreur de
modèle supérieure, même dans le cas du 4ème maillage précis de la Figure 2.12.

Pour évaluer les performances de notre procédure et son extensibilité, nous considérons 6 maillages différents
d’un cube, de 103 à 107 tétraèdres, sur 32 cœurs répartis sur 2 processeurs AMD Opteron 6276@2.3 GHz, voir
Figure 2.13. Dans chaque cas, le nombre de points d’observation est égal au nombre de tétraèdres. Le cas non
accéléré correspond à la formule d’Okabe (extrapolée), pour laquelle nous savons que la précision est mauvaise
pour les interactions lointaines. La complexité algorithmique de notre procédure est bien linéaire à partir de 105

tétraèdres. Le calcul à 10 millions de tétraèdres et points d’observation prend 47 minutes, alors que le calcul
non accéléré prendrait plus de 3 ans. Un calcul à 100 millions de tétraèdres et 2 millions de points d’observation
a été réalisé sur ce cluster. Les calculs plus gros sont possibles à condition d’augmenter les caractéristiques
matérielles (plus de mémoire vive ou plus de nœuds de calcul pour partager les exigences en mémoire).

Applications numériques

De nombreuses applications numériques sont présentées dans Pub.13 et Pub.14 : des corrections topogra-
phiques dans les régions de l’Himalaya, de la région parisienne, de la France et de la Terre entière à l’altitude
de mesure du satellite GOCE. Pour illustrer la capacité supplémentaire par rapport aux outils classiques en
géodésie à traiter des géométries non sphériques ni ellipsöıdales, la dérivée première du champ de gravitation
autour de la comète 67P/Churyumov–Gerasimenko est montrée, ainsi que les effets gravitationnels de masses
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Figure 2.12 – Gauche : 4 maillages de précision croissante de la boule ; droite : solution analytique et différence
entre la solution analytique et calculée par notre procédure pour la composante x de ~g le long d’un rayon du
maillage le plus précis de la boule, pour un ratio d’aspect de 2, 5 nœuds de Chebyshev par dimension et 15
points de quadrature.

Figure 2.13 – Temps d’exécution pour les calculs non-accélérés et accélérés par FMM et facteur d’accélération
(sur 32 cœurs)

d’eau infiltrées en milieu forestier. Par souci de concision du présent document, nous ne montrons ici que les
résultats sur l’Himalaya et sur la Terre entière.

Le maillage utilisé pour le calcul autour de l’Himalaya a été présenté dans la Figure 2.6, qui correspond à
la différence entre la surface de la Terre et l’ellipsöıde de référence WGS84 dans cette région. Ce maillage est
composé de 1.2×107 tétraèdres, et le calcul est réalisé pour 106 points d’observation, localisé 1 cm au dessus des
points topographiques. L’arbre a une hauteur de 11 et 1,327,186 feuilles. Le calcul prend moins de 20 minutes
pour les trois composantes de ~g sur 16 cœurs (AMD Opteron 6276@2.3 GHz). La correction topographique dans
cette région est représentée sur la Figure 2.14

La Figure 2.15 montre indépendamment les interactions proches et lointaines de la correction topographique
sur l’Himalaya, au sens de notre procédure. Nous remarquons que les deux composantes contiennent un signal
physique, et que les interactions lointaines ne peuvent être simplement ignorées, car dans notre cas, le ratio
d’aspect a la valeur faible de 2 : un point situé à plus de 2 fois l’arête moyenne du barycentre d’un tétraèdre ne
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Figure 2.14 – Correction topographique sur l’Himalaya, avec un zoom sur le mont Everest : composante normale
de ~g générée par la différence entre la Terre et l’ellipsöıde de référence WGS84 (en ms−2)

peut ignorer ce tétraèdre.

Figure 2.15 – Correction topographique sur l’Himalaya ; gauche : interactions proches ; droite : interactions
lointaines

Le maillage utilisé pour le calcul de la correction topographique sur la Terre entière est composé de 108

tétraèdres, 3.3 × 107 triangles et 1.6 × 107 sommets, et le calcul est réalisé pour 2 × 106 points d’observation.
L’arbre a une hauteur de 10, et le calcul prend 6m 30s pour φ et chaque composante de ~g et T sur 16 cœurs
(AMD Opteron 6276@2.3 GHz). La correction topographique est représentée sur la Figure 2.16 pour φ et les
composantes de ~g et T à une altitude de 250km, et pour gr et Trr à une altitude de 20km.

Pour montrer un intérêt supplémentaire de notre procédure par rapport aux procédures classiques en
géodésie, nous représentons l’anomalie de gravitation d’air libre, calculée avec le logiciel SHTOOLS [116], sur
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Figure 2.16 – Correction topographique sur la Terre entière ; gauche (à 250km) l.1 : φ (en m2s−2), l.2 : gr, gθ,
gφ (en ms−2), l.3 : Trr, Trθ, Trφ, l.4 : Tθθ, Tθφ, l.5 : Tφφ (en s−2) ; droite (à 20km) l.1 gr (en ms−2), l.2 : Trr
(en s−2).

la Figure 2.17, sur une base d’harmoniques sphériques de degré 1500 : un phénomène de Gibbs est observé,
ce qui dégrade très fortement la précision de la représentation du champ. Pour représenter des structures plus
petites, il faudrait encore augmenter l’ordre des harmoniques sphériques, ce qui amplifiera encore le phénomène
de Gibbs. En revanche, notre procédure peut manipuler des données de très grande échelle sans sacrifier la
qualité des résultats, puisqu’elle a été construite pour une précision relative de 2× 10−4, qui est déjà plus faible
que l’erreur de modèle du maillage.
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Figure 2.17 – Illustration du phénomène de Gibbs avec une représentation de l’anomalie d’air libre sur une
expansion en harmoniques sphériques de degré 1500 sur l’ellipsöıde de référence WGS84, calcul par L. Métivier

2.4 Une méthode de sommation rapide et adaptative pour noyaux
invariants par translation

Cette section correspond à la Publication Pub.2 et aux Exposés Exp.7 et Exp.8
Dans cette section, nous combinons l’Empirical Interpolation Method et la Fast Multipole Method pour

proposer une méthode de sommation rapide pour noyaux invariants par translation. L’originalité repose sur
l’approximation des interactions lointaines, qui se fait non pas sur une base d’approximation choisie a priori,
mais adaptée à chaque nouveau noyau considéré. L’EIM n’est pas utilisé dans sa version classique, mais une
version rapide (cependant sous-optimale en terme d’approximation) telle que dans chaque étape de l’algorithme
glouton, les données sont parcourues de façon parcimonieuse. Pour les noyaux inhomogènes, où le problème
d’approximation est différent d’un niveau à l’autre dans l’arbre, l’EIM va générer des approximations avec un
nombre adapté de points d’interpolation, ce qui conduit à des gains importants par rapport aux méthodes
classiques.

Une approximation compatible avec la FMM

Nous présentons la méthode en 1D, mais elle est facilement extensible en 3D – les simulations numériques
présentées sont en 3D. Considérons un noyau K(x, y), (x, y) ∈ Ω×Ω, où Ω = (−L2 ,

L
2 ) est le domaine complet où

la FMM sera calculée. Le domaine Ω est partitionné en 2κ intervalles, κ ∈ N∗, de longueur 2lκ, avec lκ := 2−κ−1L.
Ce noyau est supposé invariant par translation : K(x, y) = K(x−a, y−a), ∀a ∈ R. Considérons deux intervalles
I et J , bien séparés dans le sens où min

(x,y)∈I×J
|x− y| ≥ 2lκ. Pour généraliser aux dimensions supérieures, I et J

sont appelées “bôıtes” dans la suite ; cI et cJ sont les centres des bôıtes I et J . L’approximation EIM du noyau
sur I × J s’écrit :

K(x, y) ≈
d∑

l,m=1
∆I,J
l,mK(x, yJl )K(xIm, y), x ∈ I, y ∈ J, (2.12)

où les exposants I et J indiquent les bôıtes dont dépendent les quantités considérées. Par exemple, xIm ∈ I
et yJl ∈ J . Selon la Remarque 0.1, cette approximation EIM du noyau n’est pas compatible avec une FMM
multiniveau.

L’idée est d’utiliser l’invariance par translation du noyau et d’étendre le domaine de définition d’une des
deux variables du noyau dans l’approximation des interactions lointaines. Considérons I0 := {x − cĴ , x ∈ Î}
pour toute bôıte Ĵ dans le partitionnement de Ω et toute bôıte Î bien séparée de Ĵ , et définissons J0 la bôıte de
longueur 2lκ localisée au centre de Ω (notons que J0 n’est pas une bôıte du partitionnement de Ω). Dans notre
cas, J0 = (−lκ, lκ) et I0 = (−L+ lκ,−3lκ) ∪ (3lκ, L− lκ), voir Figure 2.18. Considérons un EIM sur I0 × J0 et
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0 L/2-L/2

0 L− lκ−L+ lκ 3lκ−3lκ

lκ

Ω

J0

I0

Figure 2.18 – Représentation du partitionnement de Ω en 1D pour κ = 3 et des bôıtes correspondantes I0 et
J0.

un sur J0 × I0, en utilisant l’invariance par translation de K, on peut montrer la relation suivante

K(x, y) ≈
d∑

l′=1
K(x− cI , yI0l′ )

d∑
m′=1

∆J0,I0
l′,m′

d∑
l=1

K(xJ0
m′ , y

J0
l + cJ − cI)

d∑
m=1

∆I0,J0
l,m K(xI0m , y − cJ), x ∈ I, y ∈ J.

(2.13)
où les dépendances des quantités en certains domaines sont à nouveau indiquées par des exposants. Pour
les noyaux symétriques, une seule approximation EIM est utilisée. En particulier, le terme dépendant de x
( K(x− cI , yI0l′ ) ) est indépendant de la bôıte J , et le terme dépendant de y ( K(xI0m , y − cJ) ) est indépendant
de la bôıte I. La formule (2.13) fait maintenant intervenir deux approximations EIM et quatre sommes, mais
est maintenant compatible avec une FMM multiniveaux.

Tous les détails sur les manipulations algébriques sont donnés dans la Publication Pub.2, où est également
présentée, pour des raisons pédagogiques, une première FMM mononiveau. Ici, nous donnons simplement les
formules utilisées dans notre FMM multiniveaux, sans détailler les calculs. Une attention particulière doit être
portée sur les domaines de définitions des approximations EIM disponibles à chaque niveau de l’arbre.

Considérons un ensemble de N points d’observation {x̄i}1≤i≤N , N points source {ȳj}1≤j≤N dans Ω, et N
potentiels {σj}1≤j≤N , avec N � 1. Notre FMM multiniveaux doit aboutir à une approximation en complexité
algorithmique meilleure que O(N2) de la sommation suivante :

f(x̄i) =
N∑
j=1

σjK(x̄i, ȳj), 1 ≤ i ≤ N. (2.14)

La FMM cherche à compresser les interactions lointaines notées

fF (x̄i) =
∑

J∈F(I)

∑
ȳj∈J

σjK(x̄i, ȳj), pour tout bôıte I et tout x̄i ∈ I. (2.15)

Les notations et concepts autour de la FMM ont été introduits dans l’introduction.

Une FMM multiniveaux

Les domaines introduits au niveau k de l’arbre sont Ik0 = (−L+ lk,−3lk)∪ (3lk, L− lk), and Jk0 = (−lk, lk),
et un indice k est ajouté aux quantités dépendant du niveau de l’arbre. L’exercice consiste à déterminer des
formules de récurrences pour propager l’information du sommet à la racine (passe upward), puis de la racine au
sommet (passe downward).

Nous appelons EIFMM la procédure proposée de FMM multiniveaux reposant sur une approximation des
interactions lointaines par EIM. EIFMM est présenté dans l’Algorithme 2, où les étapes 3 et 6 sont des étapes
supplémentaires par rapport aux FMM multiniveaux classiques, conséquences de notre approximation origi-
nale (2.13) de rang faible des interactions lointaines.

La complexité algorithmique de EIFMM est donnée dans la Table 2.3. Pour que l’étape 4 de l’Algorithme 2
et le calcul des interaction proches soit de même complexité algorithmique par rapport à N , nous devons
imposer (2D)κ ∝ N2(2D)−κ, conduisant à une complexité globale en O(N). Le choix pour la hauteur de l’arbre
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Algorithm 2 EIFMM multiniveau

1. (M2M début) CalculerW Iκ

m =
∑
ȳj∈Iκ σjK(xI

κ
0
m , ȳj−cIκ), pour toute bôıte Iκ au niveau κ et tout 1 ≤ m ≤ dκ

2. (M2M) Calculer par récurrence W Ik

m =
∑dk+1

p,q=1 ∆Ik+1
0 ,Jk+1

0
p,q

∑
Jk+1∈C(Ik)K(xI

k
0
m + cIk − cJk+1 , y

Jk+1
0
p )W Jk+1

q ,
pour toute bôıte Ik aux niveaux κ− 1 ≥ k ≥ 0 et tout 1 ≤ m ≤ dk+1

3. (Étape sup. upward) Calculer Ŵ Ik

l =
∑dk

m=1 ∆Ik0 ,J
k
0

l,m W Ik

m , pour toute bôıte Ik à tous les niveaux 0 ≤ k ≤ κ

et tout 1 ≤ l ≤ dk

4. (M2L) Calculer gIkm′ =
∑
Jk∈I(Ik)

∑dk

l=1K(xJ
k
0
m′ , y

Jk0
l + cJk − cIk)Ŵ Jk

l , pour tout bôıte Ik à tous les niveaux
0 ≤ k ≤ κ et tout 1 ≤ m′ ≤ dk.

5. (L2L) Fixer lI
0

m′ = gI
0

m′ et calculer par récurrence lI
k

m′ = gI
k

m′ +
∑dk−1

p′,q′=1 ∆Jk−1
0 ,Ik−1

0
p′,q′ K(xJ

k
0
m′ + cIk −

cP(Ik), y
Ik−1
0
p′ )lP(Ik)

q′ pour toute bôıte Ik aux niveaux 1 ≤ k ≤ κ et tout 1 ≤ m′ ≤ dk−1

6. (Étape sup. downward) Calculer l̂Iκl′ :=
∑dκ

m′=1 ∆Jκ0 ,I
κ
0

l′,m′ l
Iκ

l′ pour toute bôıte Iκ au niveau κ et tout 1 ≤ l′ ≤ dκ

7. (L2L fin) Calculer fF,EIFMM(x̄i) =
∑dκ

l′=1K(x̄i− cIκ , yI
κ
0
l′ )l̂Iκl′ , pour toute bôıte Iκ et tout xi ∈ Iκ au niveau

κ

Step number Complexity
1 dN
2 d3(2D)κ
3 d2(2D)κ
4 d2nI(2D)κ
5 d3(2D)κ
6 d2(2D)κ
7 dN
fN N2(2D)−κ

Table 2.3 – Complexité algorithmique des étapes de l’Algorithme 2 (pour le niveau le plus cher) et du calcul
des interactions proches ; nI est le nombre maximum d’éléments dans la liste d’interaction d’une bôıte (4 en
1D, 40 en 2D et 316 en 3D).

minimisant le coût total est κ ∝ log(N) et un nombre constant de points par bôıte au sommet de l’arbre. Grâce
aux formules de récurrence dans la FMM multiniveaux, l’étape 4 de l’Algorithme 2 fait intervenir une somme
sur les bôıtes Jk dans la liste d’interaction de Ik, dont le nombre d’éléments est indépendant de N , alors que
dans une FMM mononiveau, cette somme se fait sur les bôıtes bien séparées de Ik, dont le nombre d’éléments
dépend de Ik. La complexité algorithmique des étapes 2, 4 et 5 est réduite en précalculant certains termes.

Optimisation de la complexité algorithmique

Dans leur implémentation pratique, des étapes de compression supplémentaires sont classiquement appliquées
pour réduire au maximum les temps d’exécution. Nous présentons d’abord des étapes de précalcul adaptées aux
spécificités de notre algorithme, puis nous évoquons simplement des compressions plus classiques pour la passe
de transfert (M2L). Nous avons implémenté les optimisations présentées ici.

Précalculs pour les étapes M2M et L2L
Considérons l’étape 2 de l’Algorithm 2 au niveau k. En définissant la matrice KIk,Jk+1

m,p = K(xI
k
0
m + cIk −

cJk+1 , y
Jk+1

0
p ), 1 ≤ m ≤ dk, 1 ≤ p ≤ dk+1, nous remarquons que W Ik

m =
∑
Jk+1∈C(Ik)K

Ik,Jk+1∆Ik+1
0 ,Jk+1

0 W Jk+1 .

La matrice KIk,Jk+1

M2M := KIk,Jk+1∆Ik+1
0 ,Jk+1

0 peut être précalculée par
(

(∆Ik+1
0 ,Jk+1

0 )t(KIk,Jk+1)t
)t

, où chaque
produit matrice-vecteur pour chaque colonne de (KIk,Jk+1)t est calculé en résolvant des systèmes linéaires faisant
intervenir les matrices B et Γ des EIM correspondants (voir l’introduction) pour préserver la précision numérique
(au lieu de précalculer une matrice inverse). Notons que KIk,Jk+1

M2M ne dépend que des positions relatives de Ik

and Jk+1, et comme Jk+1 est un enfant de Ik, il y a seulement 2D opérateurs KIk,Jk+1

M2M différents, où D est la
dimension de l’espace contenant les particules. Ces opérateurs sont notés Ki

M2M , 1 ≤ i ≤ 2D, et l’étape 2 de
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l’Algorithme 2 au niveau k est réduite à

W Ik

m =
2D∑
i=1

Ki
M2MW

Jk+1
i

q , (2.16)

où Jk+1
i désigne le ième enfant de Ik. Cette étape est maintenant de complexité algorithmique d22D(2D)k au

niveau k, et de complexité dominante d22D(2D)κ−1 = d2(2D)κ. La même optimisation est faite pour l’étape 5
de l’Algorithme 2, réduisant sa complexité algorithmique à d2(2D)κ.

Optimisation de l’étape M2L
Cette étape est connue comme étant la plus coûteuse, et de nombreux efforts ont été consacrés pour réduire

son temps d’exécution sans dégrader la qualité du résultat. Nous utilisons ici la procédure SArcmp proposée
dans [89], en l’adaptant à notre algorithme.

Considérons un niveau k, une bôıte Ik à ce niveau, et une bôıte Jk dans la liste d’interaction de Ik . Le vecteur
δ := cJk − cIk dépend seulement des positions relatives de bôıtes Ik et Jk. Ainsi, il y a seulement nI = 7D − 3D

matrices (appelées M2L) Kδ
i,j := K(xJ

k
0
i , y

Jk0
j + δ) différentes par niveau. Supposons que les algorithmes EIM

ont été exécutés pour une erreur relative ε sur l’approximation lointaine du noyau, conduisant à la sélection de
dk points d’interpolation. Les matrices M2L sont organisées dans une grande matrice Kfat := [Kδ1Kδ2 ...KδnI ],
où Kfat ∈ Rdk×nIdk . Deux matrices rectangulaires U, V sont calculées par un fully pivoted ACA, de sorte
que |UV − Kfat|F ≤ ε|Kfat|F , où | · |F est la norme de Frobenius. Ensuite, deux décompositions QR sont
calculées, telles que U = QURU et (V )t = QVRV , et une SVD de RU (RV )t est également calculée. Notons si,
1 ≤ i ≤ dk, les valeurs singulières de RU (RV )t en ordre décroissant, et Û , V̂ les matrices unitaires telles que
RU (RV )t = Ûdiag(s)V̂ . Les deux filtres suivants sont appliqués : nous gardons les premières j valeurs singulières

telles que (i) sj
s0
≤ ε ≤ sj−1

s0
, (ii)

∑j

i=1
si∑dk

i=1
si
≥ 1− ε ≥

∑j−1
i=1

si∑dk

i=1
si

. Notons rk le nombre de valeurs singulières retenues,

et Ûrk et V̂rk les rk premières colonnes de respectivement Û et V̂ . En suivant [53], nous montrons que les étapes
M2L peuvent être réduites à des produits matrice-vecteur de taille rk × rk (au lieu de taille dk × dk) faisant
intervenir les matrices Cδ := ÛTrkK

δÛrk , et quelques précalculs de plus faible complexité algorithmique.
Ensuite, la même compression est appliquée localement sur chaque opérateur M2L compressé Cδ. Cette

fois-ci, le fully pivoted ACA est appliqué sur chaque Cδ, conduisant comme précédemment à des matrices
U and V . Les décompositions QR, SVD et filtres sont appliqués de la même façon, sélectionnant les valeurs
singulières sk. Les matrices rectangulaires Ûsk et V̂sk sont construites, ainsi que la matrice diagonale Ssk , dont
les entrées diagonales sont les racines carrées des valeurs singulières sélectionnées. Enfin, nous construisons
Ũsk = QU ÛskSsk ∈ Rrk×sk and Ṽsk = SV̂skQ

t
V ∈ Rsk×rk , de sorte que Cδ est approché par Ũsk Ṽsk . Ainsi, les

produits matrice-vecteur de taille rk × rk faisant intervenir les matrices Cδ sont remplacés par deux produits
matrice-vecteur de taille rk × sk faisant intervenir les matrices Ũsk et Ṽsk .

Applications numériques en 3D

L’algorithme EIFMM a été implémenté en C++, en utilisant la librairie open source scalfmm, voir [40].
Dans notre implémentation, les étapes de précalcul EIM et les optimisations SArcmp sont codés en C++ en
utilisant BLAS et LAPACK, et stockés en fichiers binaires. Ces précalculs sont ensuite lus par la librairie scalfmm
modifiée pour nos besoins.

Nous comparons notre algorithme et son implémentation avec la Black-Box FMM [53], dans sa version
symétrique optimisée [89] disponible dans scalfmm. A notre connaissance, il s’agissait de l’implémentation la
plus récente au moment de cette étude. Notons que dans notre procédure, l’EIM va automatiquement sélectionner
une approximation des interactions lointaines avec un contrôle de l’erreur. Comme Black-Box FMM ne dispose
pas d’un contrôle a priori de l’erreur, nous déterminons par dichotomie, pour chaque comparaison numérique,
le nombre de points d’interpolation de Chebyshev optimal au niveau de précision requis. En faisant ainsi, nous
nous assurons que les tests avec Black-Box FMM ne sont pas artificiellement ralentis avec une valeur trop
grande du nombre de points d’interpolation. L’intérêt principal de notre approche étant une approximation des
interactions lointaines de façon adaptative dans chaque niveau de l’arbre, nous illustrons notre approche sur des
noyaux inhomogènes.

Cas tests à 1 million de points
Considérons des ensembles de points dans Ω = (−0.5, 0.5)3, pris (i) aléatoirement selon une loi uniforme

dans Ω, (ii) aléatoirement selon une loi uniforme sur une sphère de rayons 0.5 et (iii) par transformation de (ii)
en un ellipsöıde, voir Figure 2.19.
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Figure 2.19 – Ensembles de points considérés dans l’application numérique ; de gauche à droite : aléatoire
(5000 points), sphère (10100 points), et ellipsöıde (1944 points). Ces valeurs sont choisies pour des raisons de
représentation et des ensembles plus grands seront considérés dans l’application numérique.

Considérons les 3 cas-tests présentés dans la Figure 2.19 : 106 sont pris aléatoirement dans le cube unitaire
avec un arbre de hauteur 6 (cas appelé ”cube“), 992,046 points à la surface d’une sphère et d’un ellipsöıde, avec
respectivement des arbres de hauteur 8 et 9 (cas appelés ”sphère“ et ”ellipsöıde“). Les calculs sont réalisés en
séquentiel sur un processeur Intel(R) Core(TM) i5-m560@2.67 GHz et 4 GB de mémoire vive.

Les Figures 2.20, 2.21 et 2.22 présentent les temps d’exécution pour les interactions lointaines accélérées par
FMM en fonction de l’erreur relative sur la somme, respectivement pour les noyaux cos 20r

r , e−r2 et
√
r2 + 1,

pour les 3 cas-tests (cube, sphère et ellipsöıde). Grâce à une approximation faisant intervenir moins de points
d’interpolation, EIFMM utilise moins de mémoire que Black-Box FMM, et dans les figures, les points manquants
correspondent à des cas nécessitant plus de mémoire que disponible avec notre matériel, pour lesquels EIFMM
a pu être utilisé mais pas Black-Box FMM. Pour les trois noyaux considérés, en particulier pour les deux
derniers, EIFMM est plus rapide, grâce à la sélection optimale et automatique du nombre optimal de points
d’interpolation à chaque niveau dans l’arbre. Par exemple, pour le noyau e−r

2 sur l’ellipsöıde et une erreur
relative de 10−6, la Black-Box FMM a besoin de 6 points d’interpolation par dimension (216 en tout), alors
que EIFMM requiert respectivement 167, 74, 36, 21, 13, 10, 9, et 4 points d’interpolation aux niveaux 2 à 9 de
l’arbre. Au fur et à mesure que nous montons dans les niveaux de l’arbre, le problème d’interpolation devient
plus facile et EIM sélectionne de moins en moins de points d’interpolation pour une approximation de la même
qualité.

Du fait de la décroissance rapide du noyau e−r2 , d’autres méthodes dédiées ont été proposées, comme la fast
Gauss transform [60]. Dans les cas considérés ici, la plus grande valeur possible pour r est

√
3 dans le cube (de

la Figure 2.19), où l’évaluation du noyau est toujours à 5% de la valeur maximum à r = 0 pour le noyau e−r
2 ,

et la capacité de notre procédure à traiter les noyaux inhomogènes peut être correctement illustrée.
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Figure 2.20 – Temps d’exécution pour les interactions lointaines accélérées par FMM en fonction de l’erreur
relative sur la somme, pour le noyau cos 20r

r ; noir : Black-Box FMM symétrique, bleu : EIFMM. De gauche à
droite : cas tests cube, sphère et ellipsöıde.

La Table 2.4 les temps de précalcul et les temps d’exécution pour les noyaux cos(20r)
r , e−r2 et

√
r2 + 1 sur le

cas-test du cube. Remarquons que, pour être sûrs de ne pas désavantager Black-Box FMM, nous comparons avec
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Figure 2.21 – Temps d’exécution pour les interactions lointaines accélérées par FMM en fonction de l’erreur
relative sur la somme, pour le noyau e−r

2 ; noir : Black-Box FMM symétrique, bleu : EIFMM. De gauche à
droite : cas tests cube, sphère et ellipsöıde.
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Figure 2.22 – Temps d’exécution pour les interactions lointaines accélérées par FMM en fonction de l’erreur
relative sur la somme, pour le noyau

√
r2 + 1 ; noir : Black-Box FMM symétrique, bleu : EIFMM. De gauche à

droite : cas tests cube, sphère et ellipsöıde.

des précisions relatives de EIFMM légèrement meilleures. Dans les cas considérés, EIFMM devient avantageux
(i.e. les temps de précalcul de EIFMM sont compensés par des interactions lointaines plus rapides) si l’on a 2
à 18 sommes à réaliser. Notons que d’un calcul à l’autre, la position des points et la valeur des potentiels peut
changer : seul l’arbre doit rester identique.

Pour les cas-tests avec plus de points, l’étape M2L devient très coûteuse, et l’avantage de EIFMM peut
apparâıtre dès le calcul de la première somme.

Cas-test à 100 millions de points
Nous considérons 108 points pris aléatoirement dans le cube unitaire dans un arbre à 9 niveaux, avec le

noyau e−r
2 . Les calculs sont réalisés en séquentiel sur un processeur Intel(R) Xeon(R) E5-4620 v2@2.6 GHz et

128 GB de mémoire vive.
La Table 2.5 présente la précision relative et les temps d’exécution pour toutes les étapes du calcul avec

EIFMM et Black-Box FMM. Avec une précision meilleure, EIFMM est plus rapide que Black-Box FMM, incluant
les temps de précalculs (augmenter la précision du calcul avec Black-Box FMM nécessiterait plus que 128 GB
de mémoire vive). Notons que pour ce cas-test faisant intervenir un nombre important de points N , les temps
de précalculs d’EIFMM sont négligeables : ces temps ont une complexité algorithmique linéaire par rapport au
nombre de niveaux dans l’arbre, et donc logarithmique par rapport à N .
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noyau cos(20r)
r e−r

2 √
r2 + 1

algorithme EIFMM BBFMM EIFMM BBFMM EIFMM BBFMM
précision relative 2× 10−4 4× 10−4 2× 10−6 3× 10−6 1× 10−5 2× 10−5

temps de précalcul EIM (s) 73 – 30 – 10 –
temps de compression (s) 177 – 33 – 1.1 –

temps de construction de l’arbre (s) 3 3 3
temps de calcul des inter. lointaines (s) 52 69 5.4 37 3.5 4.3
temps de calcul des inter. proches (s) 32 30 16
nombre d’appels minimum à EIFMM 18 2 14

Table 2.4 – Temps de précalculs et de calcul pour les noyaux cos(20r)
r , e−r2 et

√
r2 + 1 sur le cas-test du cube. La

dernière ligne contient le nombre de sommes FMM minimum à réaliser pour être plus rapide que la Black-Box
FMM (BBFMM), prenant en compte tous les temps de précalcul.

algorithme EIFMM Black-Box FMM
précision relative 7× 10−5 6× 10−4

temps de précalcul EIM 22.8 s –
temps de compression 1.3 s –

temps de compression de l’arbre 9 min 10 s
P2M (1) 1 min 13 s 2 min 17 s

M2M (2-3) 31 s 49 s
M2L (4) 10 min 39 s 53 min 01 s
L2L (5-6) 41 s 59 s
L2P (7) 1 min 42 s 3 min 55 s

temps total de calcul des interactions lointaines 14 min 46 s 1 h 01 min 01 s
temps de calcul des interactions proches 19 min 36 s 19 min 36 s

temps total 43 min 56 s 1 h 29 min 47 s

Table 2.5 – Précision relative et temps d’exécution pour le cas-test à 100 millions de points. P2M, M2M, M2L,
L2L et L2P correspondent respectivement aux étapes (1), (2-3), (4), (5-6) et (7) dans l’Algorithme 2.
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Chapitre 3

Travaux sur les méthodes de réduction
de modèle physique

3.1 Application de la méthode des bases réduites à l’étude d’un
problème aérothermique multi-échelles

Cette section correspond à la Publication Pub.20.
Ce travail est un projet de recherche en modélisation, répondant à une problématique industrielle. L’approche

utilise des méthodes récentes au moment de l’étude, mais ne contient pas de nouvel algorithme en réduction de
modèle. Nous présentons alors très brièvement le contenu de l’étude et renvoyons vers la Publication Pub.20
pour les détails.

Nous considérons un problème multi-échelles 2D d’aérothermie en aviation civile. Nous souhaitons déterminer
le champ de température dans un avion en conditions de vol, avec présence d’une climatisation. Des composants
électroniques ventilés sont présents dans la soute, et constituent une source de chaleur, introduisant une deuxième
échelle dans notre problème.

Dans un premier temps, trois modèles sont développés en FreeFEM++ (voir [64]), pour étudier le champ de
température dans la cabine ; du plus compliqué au plus simple : (i) les équations de Navier-Stokes dans l’approxi-
mation de Boussinesq, (ii) un découplage entre les équations de Navier-Stokes incompressibles stationnaires et
l’équation de la chaleur, et (iii) un découplage entre un écoulement potentiel et l’équation de la chaleur. Nous
vérifions que dans le cas de la climatisation d’une cabine d’avion, seule l’approximation de Boussinesq permet de
calculer correctement le champ de température : la thermique ayant un effet important sur le champ de vitesse.
Ensuite, nous considérons un modèle de composant électronique refroidit par un écoulement forcé. Dans ce cas,
le nombre de Péclet est important, environ 104, indiquant que les effets convectifs forcés sont dominants devant
la convection induite par les flux thermiques locaux. Effectivement, nous remarquons sur la Figure 3.1 que le
découplage Navier-Stokes incompressible stationnaire avec l’équation de la chaleur donne le même résultat que
l’approximation de Boussinesq (alors que le modèle potentiel est très différent).

Dans un second temps, nous appliquons la méthode des bases réduites pour déterminer les paramètres du
composant électronique qui minimisent la température moyenne sur le circuit intégré. La formulation variation-
nelle de l’équation de la chaleur à résoudre est : trouver Tµ ∈Mh tel que ∀Θ ∈Mh∫

Ω
ρ0cp (uNS · ∇Θ)T + k∇Θ · ∇T + 1

2

∫
Ω
ρ0cpdiv (uNS)TΘ = q

∫
ΩIC

Tµ (3.1)

où ρ0 est la densité supposée constante, cp est la capacité thermique, k est la conductivité thermique, uNS
est le champ de vitesse précalculé par notre solveur Navier-Stokes incompressible stationnaire (porteur de la
convection forcée), ΩIC est la partie du domaine correspondant au circuit intégré, et où Mh est un sous-espace
de dimension finie de H1

per,0 (Ω) = {T ∈ H1 (Ω) |TΓin = 0, T périodique sur Γper}, avec Γper une partie du bord
du composant électronique. La quantité d’intérêt est sµ = l(Tµ) = (f, Tµ)H1

0 (Ω) = q
∫

ΩIC Tµ. La forme bilinéaire
intervenant dans (3.1), notée aµ, est coercive et non symétrique.

Pour ce faire, nous utilisons un algorithme glouton construisant un modèle réduit pour le problème de
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Figure 3.1 – Gauche : champ de vitesse, droite : champ de température, pour les cas de Boussinesq, Navier-
Stokes et potentiel, dans le système international d’unités

thermique (3.1) et son problème adjoint, et nous utilisons l’estimateur d’erreur suivant

|sRB,∗RB
µ − sFE

µ | ≤ ∆µ :=
||GµTRB

µ ||H1
0 (Ω)||G∗µΨ∗RB

µ ||H1
0 (Ω)

αLB,µ
,

où sRB,∗RB
µ est notre quantité d’intérêt construite par le modèle réduite, sFE

µ correspond à son estimation par le
modèle haute-fidélité, ||GµTRB

µ ||H1
0 (Ω) correspond à la norme duale du résidu (entre estimation réduite et haute-

fidélité) du problème direct et ||G∗µΨ∗RB
µ ||H1

0 (Ω) correspond à la norme duale du résidu du problème adjoint, et
où αLB,µ est une borne inférieure pour la constante de coercivité αµ et aµ(., .) (une borne dans le cas continu
est αLB,µ = min (κµ)). Les problèmes direct et adjoint, ainsi que l’estimateur d’erreur (3.1) sont calculés en
complexité indépendante de la taille du problème haute-fidélité en utilisant une hypothèse de dépendance affine
en les paramètres considérés.

Résultats numériques Le problème haute-fidélité a 9,012 degrés de liberté, et la procédure gloutonne
entrâınée sur un échantillonnage de 20,000 points de l’espace paramétrique a sélectionné 10 fonctions de base.
Les paramètres choisis sont κIC, κboard, κair les conductivités thermiques du circuit intégré, du support du
composant et de l’air et cpair la capacité thermique de l’air, variant dans les intervalles suivants (dans le système
international d’unités) :

κIC κboard κair cpair
min 0.5 0.06 0.028 1080
max 5 0.6 0.032 1120

Les paramètres relatifs à l’air sont ici des paramètres incertains et non pas des paramètres de design.
L’évolution du maximum de l’estimation d’erreur ∆µ pour µ ∈ Dtrial et la valeur correspondante de l’erreur∣∣sRB,∗RB

µ − sFE
µ

∣∣ sont représentées sur la Figure 3.2, avec la valeur de l’estimateur pour une valeur prise au
hasard du paramètre.

Une fois le modèle réduit construit, nous l’appelons pour une valeur du paramètre prise au hasard (voir la
Figure 3.3) :

— Estimateur d’erreur a posteriori : 7.24× 10−6

— Erreur : 1.20× 10−6

— Température du circuit intégré : estimation du modèle réduit 40.99 K ; estimation haute-fidélité 40.96 K
différence relative = 0.074 %

La durée des différentes étapes de l’algorithme sont
— phase offline : 8min37s
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Figure 3.2 – Évolution du maximum de l’estimateur d’erreur ∆µ for un µ ∈ Dtrial (a), valeur correspondante
de l’erreur |sRB,∗RB

µ − sFE
µ | (b) et estimateur d’erreur ∆µ̂ pour un µ̂ ∈ D pris aléatoirement (en dehors de Dtrial)

(c)

— une évaluation du modèle haute-fidélité : 0.28s
— une évaluation du modèle haute réduit : 1.4× 10−6s

Figure 3.3 – Champs de température pour le composant électronique ; gauche : modèle réduit uRB, centre :
modèle haute-fidélité uFE, droite : différence uFE − uRB

3.2 Une méthode POD-EIM pour les problème de thermique tran-
sitoire non-linéaire avec une convection importante

Cette section correspond au Rapport Rap.2 et aux Exposés Exp.18 et Exp.19.
Dans cette section, nous appliquons la réduction de modèle par projection sur l’équation de la chaleur

transitoire non-linéaire, en présence d’effets de translation importants, pour modéliser le moulage de matériaux
monocristallin, comme motivé dans l’introduction du manuscrit. La méthode “Apparent Heat Capacity” est
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utilisée pour modéliser le changement de phase du superalliage, ce qui introduit de fortes non-linéarités. Nous
détaillons comment l’EIM et la DEIM sont utilisées pour la construction efficace du problème réduit dans la
phase online (la DEIM est appliquée sur des quantitiés intégrées comme proposé dans l’article originel [35]).
Dans les applications considérées, l’EIM est plus stable que la DEIM appliquée sur les quantités intégrées.
Les effets de translation sont connus pour être mal réductibles : des bases POD locales sont utilisées pour
améliorer la réductibilité et améliorer le speedup. Nous illustrons comment les instabilités du modèle réduit
par POD-EIM peuvent être améliorées en enrichissant l’ensemble d’apprentissage d’EIM, stoppant la sélection
gloutonne de façon prématurée et en remplaçant le système linéaire résolu dans la phase online d’EIM pour
des moindres carrés régularisés. Enfin, la méthodologie est appliquée au moulage d’une aube de turbine basse
pression industrielle.

Modèle haute-fidélité

Nous considérons une structure Ω, située dans un four à haute température. La structure est translatée
hors du four par le bas : la frontière de la structure située à l’intérieur et à l’extérieur du four est notée
respectivement ∂ΩN et ∂ΩR. Nous nous plaçons dans le référentiel de Ω : la translation est ainsi prise en
compte par des conditions aux limites dépendant du temps, voir Figure 3.4.

Ω

∂ΩN

∂ΩR

oven

translation of the oven

canal for single crystal selection

Figure 3.4 – Modélisation de la structure d’intérêt Ω

La conservation de l’énergie issue de la première loi de la thermodynamique en l’absence de travail s’écrit∫
V

∂u

∂t
= −

∫
∂V

q · n+
∫
V

r, (3.2)

où V est un volume de matière quelconque et ∂V sa frontière, n est la normale extérieure sur ∂V , u l’énergie
interne volumique, q est la densité de flux thermique (q ·n|∂V est la chaleur perdue par le volume de matière vers
l’extérieur), et r est une source de chaleur volumique. Dans notre cas, r = 0. Le théorème de flux-divergence
appliqué à l’intégrale de surface dans (3.2) fournit la relation locale ∂u

∂t +∇· q = 0. En utilisant la loi de Fourier
q = −λ∇T , où T est l’inconnue de température, λ est la conductivité thermique (supposée être une fonction
connue de la température), l’évolution de la structure satisfait l’équation de la chaleur transitoire non-linéaire
suivante :

∂u

∂t
−∇ · (λ∇T ) = 0 in Ω× [0, tF] (équation de la chaleur), (3.3a)

λ∇T · n = 0 in ∂ΩN × [0, tF] (condition aux limites de Neumann homogène), (3.3b)
λ∇T · n = σε

(
T 4 − T 4

0
)

in ∂ΩR × [0, tF] (condition aux limites de radiation), (3.3c)
T = Toven in Ω at t = 0 (condition initiale), (3.3d)

où Toven et T0 sont des températures constantes de référence, n est la normale extérieure sur ∂ΩR, σ est
la constante de Stefan-Boltzmann et ε est le coefficient d’émission de surface du matériau considéré pour la
structure Ω. Un schéma d’Euler implicite est utilisé pour la discrétisation temporelle et une base éléments-finis
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{ϕi}1≤i≤N , dont l’espace engendré est noté V, est utilisée pour la discrétisation spatiale. Le système d’équations
non-linéaires obtenu s’écrit

Fj (Tt+∆t) :=
∫

Ω

u (Tt+∆t)− u (Tt)
∆t ϕj +

∫
Ω
λ (Tt+∆t)∇Tt+∆t · ∇ϕj −

∫
∂ΩR

σε
(
T 4
t+∆t − T 4

0
)
ϕj = 0, 1 ≤ j ≤ N.

(3.4)
Nous utilisons un algorithme de Newton pour résoudre le système (3.4) à chaque pas de temps :

DF
DT

(
T kt+∆t

) (
T k+1
t+∆t − T

k
t+∆t

)
= −F

(
T kt+∆t

)
, (3.5)

où les exposants k désignent la k-ème itération de l’algorithme de Newton, T 0
t+∆t = Tt, les éléments de RN sont

identifiés avec les éléments de V (par exemple T kt+∆t ∈ RN est identifié avec
∑N
j=1

(
T kt+∆t

)
j
ϕj) et DF

DT

(
T kt+∆t

)
∈

RN×N est tel que(
DF
DT

)
i,j

(
T kt+∆t

)
= 1

∆t

∫
Ω
c
(
T kt+∆t

)
ϕiϕj +

∫
Ω
λ
(
T kt+∆t

)
∇ϕi · ∇ϕj

−
∫
∂ΩR

4σε
(
T kt+∆t

)3
ϕiϕj +

∫
Ω

dλ

dT

(
T kt+∆t

)
ϕi∇T kt+∆t · ∇ϕj , 1 ≤ i, j ≤ N,

(3.6)

où l’énergie interne volumique u(T ) et la capacité thermique volumique c(T ) = du
dT sont supposées des fonctions

connues de la température. Nous choisissons d’ignorer le dernier terme dans (3.6) pour obtenir une matrice
tangente symétrique, comme cela est souvent fait en pratique. Nous renvoyons vers [72] pour des discussions sur
l’utilisation de la partie symétrique de la matrice tangente dans des schémas de Newton pour l’équation de la
chaleur non-linéaire.

Pour éviter le tracking effectif de l’interface solide/liquide, la chaleur latente de fusion est modélisée par la
méthode Apparent Heat Capacity (AHC) [25,91], qui consiste en un maximum local de la fonction de capacité
thermique autour de la température de fusion, voir Figure 3.5 pour des représentations des dépendances en
température de la capacité thermique volumique et de la conductivité thermique considérées. La méthode AHC
introduit des effets non-linéaires autour de la température de fusion, qui doivent être pris en compte correctement
par le modèle réduit, sans dégrader la stabilité du schéma numérique. Nous référons aux tests avec AHC quand
la capacité thermique volumique c1 de la Figure 3.5 est utilisée, et sans AHC quand c2 est utilisée. Dans le
reste de la section, lorsque nous étudions la précision du ROM, nous utilisons “erreur” pour faire référence à la
moyenne temporelle des erreurs relatives en norme L2(Ω).
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Figure 3.5 – Gauche : capacité thermique volumique (en J.m−3.K−1) (c1 contient un modèle pour la transition
de phase liquide-solide dans le contexte de la méthode Apparent Heat Capacity) ; droite : conductivité thermique
(en W.m−1.K−1)

Considérons un domaine paramétrique P, un compact de Rr, r ∈ N∗, nous introduisons le problème pa-
ramétrique : connaissant Tµt , trouver Tµt+∆t tel que

Fµ(Tµt+∆t) = 0. (3.7)
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Modèle réduit

Supposons que le problème (3.7) a été résolu pour certaines valeurs paramétriques, produisant une collection
de champs de température solution Ts, 1 ≤ s ≤ Nc appelés snapshots, où s est un indice décrivant les valeurs
de paramètres et de temps des résolutions. Le modèle réduit consiste en une méthode de Galerkine similaire
à (3.4), mais écrite sur une base d’ordre réduit (ψi)1≤i≤n, avec n� N , obtenue comme un post-traitement des
snapshots Ts, au lieu de la base éléments-finis {ϕi}1≤i≤N . La procédure est décomposée en deux étapes : (i)
l’étape offline, où l’information sur le modèle est apprise et toutes les opérations en complexité algorithmique
dépendant de N sont exécutées, (ii) l’étape online, où le problème réduit est construit et résolu : c’est la phase
d’exploitation, exécutée efficacement, c’est-à-dire en complexité algorithmique indépendante de N .

Étape online
Le modèle réduit est résolu avec un algorithme de Newton réduit :

DF̂
DT

(
T̂ kt+∆t

)(
T̂ k+1
t+∆t − T̂

k
t+∆t

)
= −F̂(T̂ kt+∆t), (3.8)

où T̂ 0
t+∆t = T̂t (la solution réduite connue au pas de temps t), les éléments de Rn sont identifiés avec les éléments

de V̂ := Span {Φj}1≤j≤n (par exemple T̂ kt+∆t ∈ Rn est identifié avec
∑n
j=1

(
T̂ kt+∆t

)
j

Φj), et F̂(T̂ kt+∆t) ∈ Rn est
tel que

F̂j(T̂ kt+∆t) :=
∫

Ω

u(T̂ kt+∆t)− u(T̂ kt )
∆t Φj +

∫
Ω
λ(T̂ kt+∆t)∇T̂ kt+∆t · ∇Φj −

∫
∂ΩR

σε

((
T̂ kt+∆t

)4
− T̂ 4

0

)
Φj , 1 ≤ j ≤ n,

(3.9)
et DF̂

DT

(
T̂ kt+∆t

)
∈ Rn×n est tel que

(
DF̂
DT

)
i,j

(
T̂ kt+∆t

)
=
∫

Ω
c
(
T̂ kt+∆t

)
ΦiΦj +

∫
Ω
λ(T̂ kt+∆t)∇Φi · ∇Φj −

∫
∂ΩR

4σεT̂ 3
t+∆tΦiΦj , 1 ≤ i, j ≤ n,

(3.10)
où la contribution non-symétrique a été ignorée, comme expliqué précédemment. La solution réduite est obtenue
comme T̂t+∆t =

∑n
i=1

(
T̂t+∆t

)
i
Φi.

Notons que même si (3.8) est un système linéaire d’inconnue T̂ k+1
t+∆t − T̂ kt+∆t de taille n, et donc peut être

résolu en complexité algorithmique indépendante de N , sa construction nécessite des intégrations sur le domaine
Ω et la surface ∂ΩR. Ainsi, en plus de la construction de la base d’ordre réduit {Φj}1≤j≤n, l’étape offline doit
contenir un traitement additionnel assurant la construction online efficace de (3.8), comme détaillé ci-dessous.
Cette étape est souvent appelée hyperreduction.

Le speedup du modèle réduit est défini comme le rapport entre le temps de calcul du modèle haute-
fidélité (3.83) et celui du modèle réduit (3.8).

Étape offline
La première partie consiste au calcul de la base d’ordre réduit (ψi)1≤i≤n. Nous utilisons la Snapshot POD,

detaillée dans l’Algorithm 3 présenté dans la Section 3.5.3. La deuxième partie est l’hyperreduction, pour assurer
une construction online efficace de (3.8).

Dans cette section, nous comparons l’EIM et la DEIM pour l’étape d’hyperreduction, comme décrit ci-
dessous.

Empirical Interpolation Method
L’EIM a été présenté dans l’introduction, et la phase d’apprentissage offline est détaillée dans l’Algorithm 1.

Considérons le premier terme dans (3.9). Nous disposons de la collection de snapshots Ts et des champs d’énergie
interne volumique u(Ts), 1 ≤ s ≤ Nc. En appliquant EIM sur {1, · · ·Nc} × Ω 3 (s, x) 7→ u(Ts)(x) ∈ R, nous
obtenons :

u(Ts)(x) ≈
du∑

l,m=1
Du
l,mu(Tsu

l
)(x)u(Ts)(xum), (3.11)

où l’échantillonnage Ωsample pour Ω est la collection des nœuds du maillage et les exposants ·u réfèrent à la
quantité étant approchée. En appliquant EIM sur tous les termes requis, le membre de droite de (3.8) peut être
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approché efficacement par

F̂j(T̂ kt+∆t) ≈
du∑
m=1

(
u(T̂ kt+∆t)(xum)− u(T̂ kt )(xum)

)
Qum,j +

dλ∑
m=1

λ(T̂ kt+∆t)(xλm)
n∑
i=1

(
T̂ kt+∆t

)
i
Qλm,i,j

−
dquad∑
m=1

(
T̂ kt+∆t

)4
(xquad
m )Qquad

m,j +
∫
∂ΩR

σεT̂ 4
0 Φj , 1 ≤ j ≤ n,

(3.12)

où Qum,j :=
∑du

l=1D
u
l,m

1
∆t
∫

Ω u(Tsu
l
)Φj , Qλm,i,j =

∑dλ

l=1D
λ
l,m

∫
Ω λ(Tsλ

l
)∇Φi · ∇Φj et

Qquad
m,j :=

∑dquad

l=1 Dquad
l,m

∫
∂ΩR σεT

4
squad
l

ΦiΦj , avec les exposants quad signifiant que EIM a été appliqué sur la
fonction {1, · · ·Nc} × Ω 3 (s, x) 7→ T 4

s (x) ∈ R. De même, l’opérateur linéaire dans le même de gauche de (3.8)
peut être approché par(

DF̂
DT

)
i,j

(
T̂ kt+∆t

)
≈

dc∑
m=1

c(T̂ kt+∆t)(xcm)Qcm,i,j +
dλ∑
m=1

λ(T̂ kt+∆t)(xλm)Qλm,i,j

−
dtriple∑
m=1

(
T̂ kt+∆t

)3
(xtriple
m )Qtriple

m,i,j , 1 ≤ i, j ≤ n,

(3.13)

où Qcm,i,j :=
∑dc

l=1D
c
l,m

∫
Ω c(Tscl )ΦiΦj et Qtriple

m,i,j :=
∑dtriple

l=1 Dtriple
l,m

∫
∂ΩR 4σεT 3

striple
l

Φj , avec l’exposant triple si-
gnifiant que EIM a été appliqué sur la fonction {1, · · ·Nc} × Ω 3 (s, x) 7→ T 3

s (x) ∈ R.
Notons que toutes les opérations en complexité algorithmique dépendant de N concernent les termes Qum,j ,

Qλm,i,j , Q
quad
m,j , Qcm,i,j et Qtriple

m,i,j , qui sont indépendants des valeurs courantes de paramètres et temps : ils peuvent
être précalculés dans la phase offline.

Discrete Empirical Interpolation Method
Dans DEIM, une première POD est calculée avant que l’Algorithme 1 ne soit exécuté : considérons une base

POD
{

Ψf
k

}
1≤k≤d

telle que f(x, y) ≈
∑d
k=1

(
f(x, ·),Ψf

k

)
L2(Dy)

Ψf
k(y). Ensuite, l’Algorithme 1 est appliqué à la

fonction {1, · · · d} × Dy 3 (k, y) 7→ Ψf
k(y) ∈ R. Comme la première variable est déjà discrétisée, nous n’avons

besoin que d’un échantillonnage Dysample pour Dy. Notons que puisque dim
(

Span
1≤k≤d

(
Ψf
k

))
= d, nous pouvons

construire une approximation avec d termes : Ψf
k(y) =

∑d
l,m=1 D̄l,mΨf

ζ(l)(y)Ψf
k(ym), où ym sont des valeurs

prises dans Dysample, ζ est une permutation de {1, · · · d} et D̄ = F̄−T avec F̄l,m = Ψf
ζ(l)(ym). Ainsi, cette fois, la

compression de données n’est pas pilotée par un critère d’arrêt sur l’algorithme glouton, mais par une tolérance
sur la compression de la POD. En utilisant cette approximation dans la décomposition de f sur la base POD{

Ψf
k

}
1≤k≤d

, nous obtenons :

f(x, y) ≈
d∑

l,m=1
D̄l,mΨf

ζ(l)(y)
(

d∑
k=1

(
f(x, ·),Ψf

k

)
L2(Dy)

Ψf
k(ym)

)

≈
d∑

l,m=1
D̄l,mΨf

ζ(l)(y)f(x, ym).

(3.14)

Bien que cette approximation puisse être utilisée sur les mêmes objets que dans la section précédente, la
DEIM a été initialement proposée dans la littérature pour l’approximation des quantités intégrées directement.
Par exemple, considérons à nouveau le premier terme dans (3.9). Nous disposons de la collection de snapshots
Ts et des termes assemblés Fus,i := 1

∆t
∫

Ω u(Ts)ϕi, 1 ≤ i ≤ N , 1 ≤ s ≤ Nc. En utilisant la snapshot POD
(Algorithme 1) avec la matrice de corrélation C ūr,s :=

∑N
i=1 Fur,iFus,i, 1 ≤ r, s ≤ Nc, nous construisons une base

Ψū
k , 1 ≤ k ≤ dū pour Fus,i. Enfin, en utilisant (3.14), nous obtenons l’approximation DEIM :

1
∆t

∫
Ω
u(T̂ kt+∆t)Φj ≈

N∑
i=1

Φj,i
1

∆t

∫
Ω
u(T̂ kt+∆t)ϕi ≈

N∑
i=1

Φj,i
dū∑

l,m=1
D̄ū
l,mΨū

ζū(l),i

(
1

∆t

∫
Ω
u(T̂ kt+∆t)ϕiūm

)
, 1 ≤ j ≤ n,

(3.15)
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où iūm, 1 ≤ m ≤ dū, sont des valeurs prises dans {1, · · ·N} et associées à l’approximation de Fus,i. Notons que
bien que le terme 1

∆t
∫

Ω u(T̂ kt+∆t)ϕiūm doive être évalué pendant la phase online, l’intégrale peut être évaluée en
complexité algorithmique indépendante de N . Soit m ∈ {1, · · · dū}, l’union des supports des fonctions de base
éléments finis qui sont non nulles au nœud iūm correspond à l’union des éléments qui partagent le nœud iūm :
notons cet ensemble S ūm. L’intégrale sur Ω est alors remplacée par une intégrale sur S ūm. L’union de tous les
domaines locaux S ūm est appelée le domaine d’intégration réduit.

La même procédure est appliquée pour l’approximation de chaque terme de l’opérateur tangent (3.10) après
réorganisation des matrices en grands vecteurs, comme proposé dans [26] avec la Matrix-DEIM.

Expériences numériques et stabilité

Nous renvoyons au Rapport Rap.2 pour une présentation exhaustive des résultats.
Implémentation
Pour résoudre le problème haute-fidélité (HFM) (3.4), le solveur éléments-finis Z-set [90] est utilisé, et

une nouvelle condition aux limites de radiation dépendant du temps a été implémentée dans ce solveur pour
calculer les termes

∫
∂ΩR σε

(
T 4
t+∆t − T 4

0
)
ϕj et

∫
∂ΩR σεT

3
t+∆tϕiϕj dans (3.6) avec une frontière ∂ΩR dépendant

du temps pour modéliser la translation du four. L’étape offline a été implémentée par modification des routines
d’assemblage de Z-set, et le modèle réduit (ROM) (3.8) est exécuté par une librairie maison en python. Pour
l’EIM, l’assemblage du ROM repose sur une librairie python externe, mais pour la DEIM, les termes intégrés
online sont calculés avec des appels de routines d’assemblage de Z-set. Comme nous n’avons pas programmé de
sessions interactives de Z-set, chaque intégration online avec DEIM nécessite de lancer une nouvelle session de
Z-set, ce qui pénalise fortement les speedups.

Pour des besoins de visualisation et d’exploitation, un plugin paraview [5] a été développé sous la forme d’un
”programmable filter”, où les paramètres peuvent être modifiés directement par l’utilisateur dans l’interface,
pour obtenir une mise à jour des champs réduits solutions en temps réel dans la fenêtre de visualisation.

Comparaison EIM/DEIM sans translation
Nous considérons un modèle simplifié d’aube de turbine haute pression, avec N = 3, 296, où nous rappelons

que N est le nombre de degrés de liberté de la solution du HFM, voir Figure 3.6. Nous résolvons (3.3a), avec
une condition initiale (3.3d). Les conditions aux limites (3.3b)-(3.3c) sont remplacées par une condition aux
limites de Neumann : un flux constant sur les surfaces des conduits de refroidissement internes et un flux nul
sur le reste de la frontière. L’évolution transitoire est calculée pendant 20 secondes, discrétisées en 20 pas de
temps. La base d’ordre réduit est construite à partir de cette résolution et le ROM est testé sur cette même
configuration. La comparaison d’EIM avec DEIM est présentée dans la Table 3.1, et le domaine d’intégration
réduite construit par DEIM est illustré dans la Figure 3.7.

sans AHC avec AHC
temps HFM 124 s 174 s

hyperréduction EIM DEIM EIM DEIM
temps offline 39 s 85 s 51 s 143 s

longueur decomp. 6 / 11 10 / 12 18 / 19 19 / 20
speedup 8× 103 3.9 8× 103 2.8
erreur 2× 10−3 2× 10−2 2× 10−3 68

Table 3.1 – cas test aube HP-Tu : comparaison des perfor-
mances EIM et DEIM ; longueur decomp. : les deux nombres
correspondent aux approximation du membre de droite et de
l’opérateur linéaire de (3.8) respectivement

Figure 3.6 – cas
test aube HP-Tu :
maillage, canaux de
refroidissement in-
ternes en rouge

Figure 3.7 – cas
test aube HP-
Tu : domaine
d’intégration
réduite de la
DEIM

Nous notons d’abord que avec AHC, les non-linéarités sont plus fortes et le temps de résolution du HFM est
plus long, ceci étant dû à une convergence plus lente de l’algorithme de Newton. EIM et DEIM sélectionnent
également plus de termes avec AHC. Notons que EIM conduit à un meilleur speedup dans les deux cas. En
particulier avec AHC, DEIM conduit à des erreurs importantes.

Réductibilité, précision et stabilité en présence de translation
Nous sommes en présence des phénomènes suivants :
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[P1] Il est connu que la POD a des performances limitées en présence de forts effets de convection : la matrice
de corrélation construite par la snapshot POD (Algorithm 3) n’est pas réductible, et un nombre important
de modes sont sélectionnés. Des solutions ont été proposées, par exemple dans [29] où les snapshots, sujets
à des effets de convection importants, sont transformés par des changements de variable de sorte que
leur combinaison linéaire conduit à une expression plus précise et compacte pour la solution réduite, en
présence de conditions aux limites de périodicité. Des stratégies utilisant des éléments similaires ont été
proposées dans [22,29,70,93].
Nous proposons d’améliorer la réductibilité en utilisant des bases POD locales, comme introduites dans [11,
114] : les snapshots sont classifiés et regroupés en clusters selon une certaines notion de similarité, où la
dimension peut être réduite. Dans notre cas, la translation est connue, et les cluster de snapshots similaires
sont simplement construits en les regroupant par position proche du four. Dans la phase online, le ROM
va automatiquement changer de base locale en fonction de la position du four de façon efficace grâce au
précalcul des produits scalaires

(
ΦAi ,ΦBj

)
1≤i≤nA,1≤i≤nB , pour toutes bases locales adjacentes ΦAi et ΦBi ,

1 ≤ i ≤ nA, 1 ≤ i ≤ nB . L’utilisation de bases locales améliore le speedup, car chaque base locale contient
un petit nombre de vecteurs de base et le système linéaire (3.8) à résoudre online est plus petit. Cependant,
cela conduit à une plus mauvaise compression des données ; dans le cas extrême d’autant de bases locales
que de snapshots, aucune compression de données n’est obtenue : toute l’information contenue dans les
snapshots est conservée.

[P2] L’EIM a une mauvaise précision lorsque l’approximation est appelée loin de l’échantillonnage utilisé pen-
dant la phase d’apprentissage, en particulier en régime d’extrapolation. Dans l’Algorithme 1, nous avons
supposé que nous disposions de la valeur de la fonction f(x, y) à approcher dans des sous-ensembles
Dxsample et Dysample, suffisamment grands pour capturer le comportement de f sur les domaines conti-
nus complets Dx et Dy. Lorsque nous appliquons EIM pour approcher le terme non-linéaire u(Ts)(x)
dans (3.11), nous utilisons comme échantillonnage de la variable spatiale la collection des nœuds du
maillage du HFM, ce que nous pouvons supposer adapté à la représentation de u(Ts)(x). Cependant,
nous utilisons seulement Nc valeurs pour le paramètre et le temps (correspondant aux snapshots Ts,
1 ≤ s ≤ Nc), ce qui représente l’ensemble des snapshots à notre disposition. Nous ne pouvons faire mieux,
puisque supposer un échantillonnage riche signifierait résoudre le HFM pour un grand nombre de valeurs
de paramètres, ce qui n’est pas raisonnable dans notre contexte de réduction de modèle. En pratique,
cet échantillonnage est insuffisant et un nouveau paramètre considéré dans la phase online peut conduire
à évaluer l’approximation EIM en dehors de l’échantillonnage utilisé dans la phase d’apprentissage, et
potentiellement en régime d’extrapolation.
Lorsque le ROM est résolu, l’approximation est appelée pour la solution courante T̂ kt+∆t. Comme T̂ kt+∆t ∈
Span {Φ}1≤i≤n par construction, nous proposons l’enrichir le domaine d’apprentissage d’EIM en construi-
sant des valeurs test de T prises dans Span {Φ}1≤i≤n. En pratique, nous prenons quelques perturbations
aléatoires des valeurs de T rencontrées pendant les résolutions du HFM dans Span {Φ}1≤i≤n, comme fait
dans l’Exposé Exp.19.

[P3] A l’instar de toute méthode d’interpolation, EIM peut être sujet au sur-apprentissage. Nous observons dans
nos simulations numériques que lorsqu’une grande précision est imposée dans l’étape gloutonne d’EIM,
le conditionnement de la matrice B in (5) devient important, et la valeur absolue des coefficients λ de
l’approximation (4) devient grande. Nous référons à l’introduction de [97] pour une revue de références
traitant ce problème, où les solutions apportées consistent à prendre plus de points EIM pour une variable
que pour l’autre et en remplaçant le système linéaire par un moindre carré. Même si ce phénomène est
intrinsèque à la méthode EIM, et qu’une bonne convergence de l’algorithme glouton conduira à un système
linéaire online mal conditionné, nous avons tout de même proposé une meilleure construction numérique
de l’opérateur B dans la Publication Pub.18. Dans [14], les auteurs proposent de borner les coefficients
de la décomposition EIM (les λ de l’approximation (4)), en fonction de leur comportement dans la phase
offline de l’algorithme EIM.
Nous proposons d’appliquer des remèdes classiques du sur-apprentissage : un critère de convergence moins
restrictif dans l’algorithme glouton et remplacer le système linéaire de la phase online d’EIM par une
minimisation avec régularisation de Tikhonov (reg.-LS).

argmin
w∈Rd

‖Fw − b‖2 + α‖w‖2, (3.16)
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une minimisation aux moindres carrés sous contraintes d’une solution à composantes positives (NNLS)

argmin
w∈R+d

‖Fw − b‖2. (3.17)

Dans la suite, nous présentons de façon non-exhaustive des expériences numériques illustrant les problèmes
de stabilité décrits ci-dessus en présence de non-linéarités fortes de la méthode AHC et des effets de translation.
Entin, une application est présentée sur le moulage d’une aube de turbine basse-pression (Tu-LP).

Expériences numériques sur la stabilité du ROM POD-EIM en présence de translation
Nous considérons deux expériences : le soudage de plaques métalliques et le moulage d’une barre métallique,

voir Figure 3.8. Dans le premier cas, le problème (3.3a)-(3.3d) est considéré, tel que N = 1698, avec 200 pas de
temps et un paramètre : la température du four. Dans le deuxième cas, une condition aux limites de Neumann
avec un flux positif constant est imposé sur la projection du laser mobile sur les plaques et une condition
aux limites de radiation (3.3c) est imposée sur le reste de la frontière, avec N = 1764, 200 pas de temps et
un paramètre : la puissance du laser. Dans les deux cas, si cela n’est pas mentionné autrement, la capacité
thermique volumique c1 (avec AHC) et la conductivité thermique λ définis dans la Figure 3.5 sont utilisées ; les
snapshots considérés dans la phase offline correspondent aux résolutions du HFM à deux valeurs distinctes du
paramètre, et le ROM est ensuite testé à la valeur paramétrique moyenne.

a). moulage d’une barre
métallique

b). soudage de plaques métaliques

Figure 3.8 – Champs de température au début et à la fin des processus de moulage et soudage

Expérence1 : moulage d’une barre métalique
La Figure 3.9 présente une comparaison de la précision du ROM sans hyperréduction, et quand EIM est

utilisé sans régularisation et avec les régularisations NNLS et reg.-LS avec α = 0.01 dans (3.16). Les intervalles
paramétriques sont centrés sur 1320◦C pour la température du four. Avec ce choix, la barre métallique est liquide
au début de l’expérience et refroidie en deçà de la température de fusion. Nous notons que sans hyperréduction,
la précision du ROM ne dépend pas beaucoup de la taille de l’intervalle paramétrique. Au contraire, avec EIM
et ses stabilisations, plus l’intervalle paramétrique est grand, moins le ROM est précis. Avec AHC, les effets
non-linéaires sont plus forts, et la précision du cas de référence sans hyperréduction est environ un ordre de
grandeur plus mauvaise que sans AHC. Notons que avec AHC et l’EIM classique, seul le cas où le ROM calcule
la même configuration que le HFM est stable. La stabilisation ne semble pas dégrader significativement la
précision, puisque le ROM avec AHC reste un ordre de grandeur moins précis que sans AHC, à l’exception de
reg.-LS pour les petites tailles d’intervalle paramétrique.

Dans une autre expérience, avec des tailles d’intervalle paramétriques de respectivement 40 et 80, avec AHC
et l’EIM classique, le ROM est stable pour un critère d’arrêt de 10−3 pour EIM, et instable pour 10−4, 10−5 et
10−6.

Expérience 2 : soudage de plaques métalliques
Dans ce cas, nous considérons un enrichissement d’EIM avec 3 vecteurs additionnels par snapshot, obtenus

comme modifications aléatoires des coefficients de la décomposition sur la base POD avec une amplitude de 10%.
Plus précisément, prenons un snapshot Ts et projetons-le sur la base POD comme

∑n
i=1 (Ts,Φi) Φi. Un nouveau

snapshot est généré comme
∑n
i=1 γi (Ts,Φi) Φi, où γi sont des tirages aléatoires d’une distribution uniforme sur

(0.95, 1.05). Avec une précision de la POD et de EIM fixés à 10−5 et des expériences avec respectivement 1 base
POD globale et 4 bases POD globales, l’EIM est instable, tandis que l’EIM enrichi avec nos choix est stable,
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Figure 3.9 – Erreur du ROM par rapport au HFM avec et sans AHC, pour différentes techniques d’hy-
perréduction et différentes tailles d’intervalles paramétriques

avec des speedups de respectivement 102 et 1.4× 102. Notons qu’un EIM est calculé pour chaque POD locale,
de sorte que l’hyperréduction soit dédiée à chaque variabilité locale.

En conclusion, dans notre contexte d’équation de la chaleur transitoire avec AHC et des effets de translation,
la correction [P1] conduit à un meilleur speedup, et si le ROM devient instable, des modifications de EIM
peuvent améliorer la stabilité : enrichir l’ensemble d’apprentissage d’EIM [P2] ou limiter le sur-apprentissage
d’EIM [P3] avec un critère d’arrêt prématuré ou remplacer le système linéaire dans les évaluations online d’EIM
par un moindre carré avec régularisation de Tikhonov ou un moindre carré à poids positifs.

Un ROM POD-EIM paramétrique pour le soudage d’une aube de turbine basse pression
industrielle

Nous considérons une aube de turbine basse pression industrielle, dont le maillage est représenté dans la Fi-
gure 3.10, et le problème (3.3a)-(3.3d) avec N = 25062 et 200 pas de temps. Les solutions du HFM sont calculées
en 3245 s. Les variabilités sont modélisées par 4 paramètres : trois pour la description de la capacité thermique
volumique cp(T ) = 3.7× 106µ1 + 3.5× 105µ2arctan (0.01µ3(T − 500)), et un paramètre µ4 pour la température
du four. Les snapshots sont générés avec quatre résolutions HFM aux valeurs paramétriques (µ1, µ2, µ3, µ4) :
(0.95, 0.95, 1.15, 1282.5), (1.15, 1.15, 1.05, 1307.5), (0.85, 1.05, 0.85, 1332.5) et (1.05, 0.85, 0.95, 1357.5). Nous illus-
trons dans la Figure 3.10 que lorsqu’une base POD globale est utilisée, les effets de translation conduisent à
des modes oscillants et une réduction limitée. En utilisant 200 bases POD locales, le ROM est exécuté à la
valeur paramétrique (1, 1, 1, 1320) avec l’EIM classique. Utiliser autant de bases POD locales que de pas de
temps revient à ne considérer que les corrélations paramétriques dans la snapshot POD, au lieu de considérer
les corrélations paramétriques et temporelles avec une base unique. Le speedup est 1.4 × 104 et l’erreur est
vérifiée à 10−4. Une comparaison du ROM et du HFM est illustrée dans la Figure 3.11.
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Figure 3.10 – De gauche à droite : maillage de l’aube Tu-LP ; 1er, 2eme, 3eme et 31eme mode POD (base globale)

Figure 3.11 – Gauche : ROM-POD EIM avec 200 bases POD locales ; droite : solution de référence du HFM

3.3 Variantes de l’Empirical Interpolation Method : formulation
symétrique, choix des normes et extension rectangulaire

Cette section correspond à la Publication Pub.12.
Dans cette section, nous proposons une définition d’EIM équivalente à la définition classique, mais pour

laquelle les deux variables de la fonction approchée jouent un rôle symétrique. Ensuite, nous donnons une
preuve pour l’existence de cette approximation, et obtenons la convergence d’EIM, pour toute norme utilisée
pour calculer l’erreur dans l’algorithme glouton. Enfin, nous étendons la présentation aux cas où le nombre de
points sélectionnés pour chaque variable est différent, cas correspondant classiquement à la Gappy-POD. Dans
le cas d’un champ physique mesuré par des capteurs, il peut être utile de prendre en compte le cas d’un capteur
défectueux tout en gardant l’information fournie par le champ associé.

Comme présenté dans l’introduction, dans la phase offline d’EIM appliqué à l’approximation d’une fonction
f : X ×Y → R sont sélectionnés des points (x1, . . . , xd) ∈ X d et (y1, . . . , yd) ∈ Yd de façon gloutonne, tels que

xk+1 = arg max
x∈X
‖ (f − Ik(f)) (x, ·)‖L∞(Y), (3.18a)

yk+1 = arg max
y∈Y
| (f − Ik(f)) (xk+1, y)|, (3.18b)

où Ik(f) est l’approximation construite à partir des k premiers points (xl, yl), l ∈ {1, ..., k}. La méthode est
efficace quand l’erreur f − Id(f) est petite pour des valeurs raisonnablement faibles de d. Nous rappelons que
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la fonction Id(f) vérifie la propriété d’interpolation [83, Lemma 1] : pour tout m ∈ {1, ..., d},

Id(f)(x, ym) = f(x, ym), for all x ∈ X , (3.19a)
Id(f)(xm, y) = f(xm, y), for all y ∈ Y. (3.19b)

Soit U := {f(x, ·), x ∈ X}. Les éléments de U sont des fonctions de Y dans R.

Théorème 3.1 (Existence de la décomposition, [83, Theorem 1]). Supposons que les points d’interpolation
soient choisis selon (3.18a)-(3.18b) et que d < dim Vect(U). Alors, la représentation à variables séparées Id(f)
est bien définie.

Nous avons montré par l’Equation (6) que Id(f) peut être réécrit dans la forme équivalente

Id(f)(x, y) =
∑

1≤l,m≤d
Dl,mf(xl, y)f(x, ym), (3.20)

où la matrice D dépend des points xl, ym, l,m ∈ {1, ..., d}. La propriété d’interpolation (3.19a)-(3.19b) est
vérifiée si et seulement si D = F−T , où Fl,m = f(xl, ym), ce qui motive une présentation alternative d’EIM,
reposant sur l’Équation (3.20) où les variables x et y remplissent un rôle symétrique. La double somme
dans (3.20) souligne ce rôle symétrique ; rappelons que, par exemple, Id(f)(x, y) =

∑
1≤l≤d λ̃l(x)q̃l(y), avec

λ̃l(x) =
∑

1≤m≤dDl,mf(x, ym) et q̃l(y) = f(xl, y).
Soit ‖·‖Y une norme sur Y et supposons que les points d’interpolation sont maintenant sélectionnés comme

xk+1 = arg max
x∈X
‖ (f − Ik(f)) (x, ·)‖Y , (3.21a)

yk+1 = arg max
y∈Y
| (f − Ik(f)) (xk+1, y)|, (3.21b)

la différence avec (3.18a)-(3.18b) étant le choix arbitraire pour la norme ‖·‖Y dans la première ligne, à la place
de ‖·‖L∞(Y). Il est possible d’échanger les rôles de x et y dans l’algorithme précédent, conduisant à

yk+1 = arg max
y∈Y
‖ (f − Ik(f)) (·, y)‖X , (3.22a)

xk+1 = arg max
x∈X
| (f − Ik(f)) (x, yk+1)|, (3.22b)

pour une norme arbitraire ‖·‖X sur X . En général, le couple (xk+1, yk+1) résultant de (3.22a)-(3.22b) diffère de
celui obtenu avec (3.21a)-(3.21b). En choisissant les normes L∞ sur Y et X dans (3.21a) et (3.22a) respective-
ment, nous obtenons :

(xk+1, yk+1) = arg max
(x,y)∈X×Y

| (f − Ik(f)) (x, y)|,

retrouvant ainsi le choix fait dans (3.18a)-(3.18b). Pour ce choix spécifique de normes L∞ sur Y et X , (3.21a)-
(3.21b) est équivalent à (3.22a)-(3.22b).

Théorème 3.2. Supposons que les points d’interpolation sont choisis selon (3.21a)-(3.21b) ou (3.22a)-(3.22b)
et que d ≤ dim span(U). Alors, la représentation séparée (3.20) avec D = F−T , où Fl,m = f(xl, ym), est bien
définie et vérifie (3.19a)-(3.19b).

Le Théorème 3.2 étend le Théorème 3.1 de deux façons. Premièrement, il permet une sélection plus générale
des points d’interpolation. Deuxièmement, l’existence de la décomposition est assurée jusqu’à convergence.
Comme dim Vect(U) est en général inconnu, une conséquence pratique est que pour tout k ∈ N, soit f(x, y) =
Ik(f)(x, y) pour tout (x, y) ∈ X×Y, soit la procédure gloutonne peut être poursuivie. De plus, la preuve que nous
donnons pour le Théorème 3.2 est relativement simple et ne repose pas explicitement sur une épaisseur de Kol-
mogorov. Notre présentation est compatible avec la Generalized Empirical Interpolation Method (GEIM) [81],
et dans le cas où la valeurs de f à certains points yl ne sont plus fiables (défaillances de capteurs par exemple),
le champ f(xl, y) peut être conservé, conduisant à une formulation dite rectangulaire, où le nombre de points
sélectionnés n’est pas le même pour les deux variables. Nous reconnaissons une ressemblance avec la Gappy-
POD.

Nous énonçons quelques résultats intermédiaires intéressants, sans en reproduire la démonstration, utilisée
pour la preuve du Théorème 3.2. Considérons les points d’interpolation (x1, . . . , xd) ∈ X d et (y1, . . . , yd) ∈ Yd,
et définissons la matrice F ∈ Rd×d telle que Fl,m = f(xl, ym), pour tout l,m ∈ {1, ..., d}.
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Lemme 3.1 (Existence). Si la matrice F est inversible, alors il existe une fonction Id(f) : X × Y → R de la
forme (3.20) satisfaisant la propriété d’interpolation (3.19a)-(3.19a).

Notons que l’interpolation EIM est ainsi donnée par Id(f)(x, y) =
∑

1≤l,m≤d(F−1)m,lf(xl, y)f(x, ym).

Lemme 3.2 (Critère d’arrêt). Considérons un ensemble de points (xl, ym)1≤l,m≤k+1 et supposons que la matrice
F k := (f(xl, ym))1≤l,m≤k est inversible. Si

(f − Ik(f)) (xk+1, yk+1) 6= 0,

alors la matrice F k+1 := (f(xl, ym))1≤l,m≤k+1 est aussi inversible.

À partir de (3.21a)-(3.21b) ou (3.22a)-(3.22b), nous déduisons que pour tout k < dim span(U), (f − Ik(f)) (xk+1, yk+1) 6= 0.

Corollaire 3.1 (Terminaison). Si (xk+1, yk+1) est sélectionné selon (3.21a)-(3.21b) ou (3.22a)-(3.22b), alors
| (f − Ik(f)) (xk+1, yk+1)| = 0, implique que (f − Ik(f)) (x, y) = 0 pour tout (x, y) ∈ X × Y.

La conséquence pratique des résultats ci-dessous est que, pour tout k ∈ N, soit | (f − Ik(f)) (xk+1, yk+1)| = 0
et f = Ik(f) (Corollaire 3.1), ou Ik+1 peut être construit (Lemme 3.2) et la procédure gloutonne peut être
poursuivie.

Remarque 3.1 (Approximation goal-oriented). Nous avons vu que dans un contexte de bases réduite, la
procédure EIM pour être utilisée pour obtenir une représentation approchée d’une fonction de deux variables,
pour retrouver une hypothèse de dépendance affine des opérateurs par rapport aux paramètres considérés, et
obtenir une procédure efficace pour la phase online. Par exemple, considérons le membre de droite f(x, y)
d’une équation aux dérivées partielles, discrétisée en utilisant une base de Galerkine {ϕ1, . . . , ϕN}. Ici, x est
le paramètre et y la variable d’espace. Le membre de droite discrétisé est alors b(x)j =

∫
Ω f(x, y)ϕj(y) dy,

et en utilisant l’approximation EIM, il peut être réécrit comme une combinaison linéaire de fonctions de x :
(Id(b)(x))j =

∫
Ω Id(f)(x, y)ϕj(y) dy =

∑
1≤l,m≤dDl,mf(x, ym)

∫
Ω f(xl, y)ϕj(y) dy. Considérons un sous-espace

de dimension finie d’un espace de Hilbert ayant comme base {ϕ1, ..., ϕN}. Définissons b(x)j =
∫

Ω f(x, y)ϕj(y)dy
pour tout j ∈ {1, . . . , N}, et son approximation EIM (Id(b)(x))j =

∫
Ω Id(f)(x, y)ϕj(y)dy. Si l’approximation

EIM Id est construite en utilisant (3.21a)-(3.21b), l’erreur dans la procédure gloutonne est évaluée sur la qualité
de l’approximation de f(x, y). Une alternative goal-oriented est d’évaluer la qualité d’approximation de f sur
l’objet d’intérêt b pour la réduction de modèle :

xk+1 = arg max
x∈X
‖ (b− Id(b)) (x)‖, (3.23a)

yk+1 = arg max
y∈Y
| (f − Ik(f)) (xk+1, y)|, (3.23b)

où ‖·‖ peut-être n’importe quelle norme sur RN .

Considérons une approximation EIM, où d couples (xm, ym), m ∈ N := {1, ..., d} ont été sélectionnés.
Supposons maintenant que pour une quelconque raison, certains points ym0 , m0 ∈ N0 ( N , doivent être
ignorés. Par exemple, considérons que f(x, y) représente l’évaluation d’un champ physique paramétré par x,
par le moyen d’un capteur localisé y. Ignorer ym0 correspondrait à la défaillance du capteur correspondant. La
motivation étant la suivante : même si ce capteur défaille, nous pouvons toujours utiliser l’information champ
physique associé à ce capteur dans l’approximation en représentation séparée. En s’inspirant du Lemme 3.1 nous
choisissons D = (FT )†, où ·† est la pseudo-inverse. Les propriétés d’interpolation (3.19a)-(3.19b) ne sont plus
vérifiées, mais le but est bien de trouver une formule d’approximation, non pas nécessairement d’interpolation :∑

l∈N

∑
m∈N0

(FT )†l,mf(xl, y)f(x, ym). (3.24)

Pour application numérique, fixons ~v = (1 2 3)T et considérons la fonction R3 × R 3 (~x, y) 7→ f(~x, y) :=
cos((~v·~x)y) ∈ (−1, 1). Supposons que d = 8 couples de points (xk, yk), k ∈ N = {1, ..., d}, ont été sélectionnés par
la procédure gloutonne selon (3.18a)-(3.18b). Considérons une paire i, j ∈ N , i 6= j et l’ensemble N0 = N \{i, j}.
L’erreur relative en norme `2 sur un échantionnage de 1000 dans (0, 1)3 × (0, 1) est calculée par les deux
algorithmes suivants : (i) en utilisant la procédure EIM classique avec 6 couples de points (xk, yk), k ∈ N0, et
(ii) en utilisant l’approximation (3.24) avec les 6 points {xk}k∈N0 dans la dimension x-dimension et les 8 points
{yk}k∈N dans la dimension y. L’erreur relative en norme `2 a été calculée pour tout N0 = N \{i, j}, i, j ∈ N tels
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que i 6= j. Dans le cas (i), le maximum, minimum et erreur relative moyenne en norme `2 sont respectivement
6.8 × 10−4, 3.0 × 10−6, et 3.6 × 10−5, tandis que dans le cas (ii), ces erreurs sont respectivement 2.3 × 10−5,
7.6× 10−7, et 2.4× 10−6. Cet exemple illustre le fait que en gardant l’information associée à xi et xj , i, j ∈ N
tel que i 6= j, donne une meilleure précision qu’en ignorant cette information et en utilisant l’approximation
classique sur les capteurs non défaillants.

L’extension à GEIM est obtenue de la façon suivante. Considérons un ensemble F de fonctions f définies
sur Ω ⊂ R, et un dictionnaire Σ de formes linéaires σ définies sur F . Considérons d fonctions (f1, ..., fd) ∈ Fd
et d formes linéaires (σ1, ..., , σd) ∈ Σd, et définissons la matrice F̂ = (σl(fm))1≤l,m∈≤d.

Lemme 3.3 (Existence for GEIM). Supposons que F̂ est inversible. Alors, avec D = F̂−T , la combinaison
linéaire

Id(f) =
∑

1≤l,m≤d
Dl,mσl(f)fm (3.25)

vérifie, pour tout m ∈ {1, . . . , d},

σm(f) = σm(Id(f)), pour tout f ∈ F , (3.26a)
σ(fm) = σ(Id(fm)), pour tout σ ∈ Σ. (3.26b)

Lemme 3.4 (Critère d’arrêt pour GEIM). Supposons que la matrice F̂ k := (σl(fm))1≤l,m≤k est inversible. Si
|σk+1(fk+1)− σk+1(Ik(fk+1))| 6= 0, alors la matrice F̂ k+1 := (σl(fm))1≤l,m≤k+1 est inversible.

La généralisation du Théorème 3.2 à GEIM, en prenant n’importe quelle norme sur F , est alors possible.
Le contexte d’un capteur défaillant est pertinent avec GEIM : supposons que pour tout σ ∈ Σ, il existe un
unique xσ tel que σ(f) = f(xσ) ; les fonctions f représentent le champ physique paramétré, dépendant de x,
et σ(f) = f(xσ) représente un capteur localisé au point xσ, qui mesure la valeur de x à ce point. Le cas d’un
capteur m0 défaillant conduit à l’approximation∑

l∈N0

∑
m∈N

(F̂T )†l,mσl(f)fm, (3.27)

qui devrait fournir une représentation plus précise de f que si la fonction fm0 était ignorée dans le cas classique
d’EIM. Nous citons [107], où une extension de ce type de décompositions au cas de fonctions multivariées est
proposée.

3.4 Évaluation précise et efficace de la borne d’erreur a posteriori
dans la méthode des bases réduites

Cette section correspond aux Publications Pub.18 et Pub.19, aux Exposés Exp.10 à Exp.15 et Exp.21 et au
Poster Pos.1.

Nous considérons la méthode de réduction de modèle méthode des BR (bases réduites). Reprenons le for-
malisme utilisé dans l’introduction de ce manuscrit. Supposons que le problème d’intérêt admet la formulation
variationnelle discrète suivante, dépendant du paramètre µ ∈ P : pour un espace de dimension finie V de
dimension N � 1, trouver uµ ∈ V tel que

Eµ : aµ(uµ, v) = b(v), ∀v ∈ V, (3.28)

où aµ est une forme sesquilinéaire inf-sup stable sur V × V et b est une forme linéaire continue sur V. Dans
la suite, la conjugaison complexe de z ∈ C est notée z∗. On définit l’isomorphisme de Riesz J de V ′ dans V
tel que pour tout l ∈ V ′ et tout u ∈ V, (Jl, u)V = l(u), où (·, ·)V représente le produit scalaire dans V avec la

norme associée ‖ · ‖V . On note βµ := inf
u∈V

sup
v∈V

|aµ(u, v)|
‖u‖V‖v‖V

> 0 la constant inf-sup de aµ et β̃µ une borne inférieure

calculable de βµ. Par simplicité, nous considérons que la forme linéaire b est indépendante du paramètre µ.
L’extension à un second même b dépendant du µ est évidente. Nous désignons la solution discrète uµ par
“solution de confiance”. Nous expliquons maintenant comment l’approximation BR est calculée. Supposons
qu’une base réduite, constituée de N̂ solutions uµi de Eµi , i ∈ {1, ..., N̂}, a déjà été construite. Pour alléger les
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notations, nous notons ui la fonction uµi . Étant donnée une valeur du paramètre µ ∈ P, le problème réduit est
une procédure de Galerkine sur l’espace linéaire V̂ = Span{u1, ..., uN̂} ⊂ V : trouver ûµ ∈ V̂ tel que

Êµ : aµ(ûµ, uj) = b(uj), ∀j ∈ {1, ..., N̂}. (3.29)

La solution approchée sur la base réduite est écrite

ûµ =
N̂∑
i=1

γi(µ)ui. (3.30)

En notant respectivement Q(uµ) et Q̂(ûµ) les quantités d’intérêt exactes et approchées, la qualité de l’approxi-
mation pour un µ ∈ P est quantifiée par la mesure d’erreur ‖Q(uµ) − Q̂(ûµ)‖. Lorsque nous obtenons une
erreur satisfaisante avec N̂ � N , la stratégie de BR fonctionne. Deux cas sont généralement considérés : (i) la
quantité d’intérêt est la solution entière : Q = Q̂ = Id et ‖ · ‖ = ‖ · ‖V , et (ii) Q est une forme linéaire sur V et
‖ · ‖ = | · |. L’opérateur Q̂ est construit de façon consistante, telle que ‖Q(uµ)− Q̂(ûµ)‖ s’annule pour µ = µi,
i ∈ {1, ..., N̂}. Dans la méthode des BR, la borne d’erreur a posteriori (que nous appelons simplement borne
d’erreur dans la suite) est basée sur le calcul d’un résidu. Comme la borne d’erreur est une borne supérieure,
elle fournit un outil pour certifier l’erreur faite par l’approximation des BR. La borne d’erreur est donnée par :
pour tout µ ∈ P,

‖uµ − ûµ‖V ≤ E1(µ) := β̃−1
µ ‖Gµûµ‖V , (3.31)

avec Gµ la forme linéaire de V dans V telle que V 3 u 7→ Gµu := J (aµ(u, ·)− b) ∈ V.
La méthode des BR est dite efficace online si, dans l’étape online, (i) les problèmes réduits peuvent être

construits en complexité indépendante deN , et (ii) la borne d’erreur peut être calculée en complexité indépendante
de N . Nous disons que la forme sesquilinéaire aµ dépend de µ de façon affine s’il existe d fonctions αk(µ) : P → C
et d formes sesquilinéaires ak bornées sur V × V et indépendantes de µ telles que

aµ(u, v) =
d∑
k=1

αk(µ)ak(u, v), ∀u, v ∈ V. (3.32)

Dans cette section 3.4, nous supposons que la décomposition affine (3.32) est toujours vérifiée. Nous montrons
que si aµ dépend de µ de façon affine, alors la méthode des BR est efficace online.

En décomposant le produit scalaire dans (3.31), nous obtenons une autre formule pour la borne d’erreur :

E2(µ) = β̃−1
µ

(G00, G00)V + 2Re
N̂∑
i=1

d∑
k=1

γi(µ)αk(µ)(Gkui, G00)V

+
N̂∑

i,j=1

d∑
k,l=1

γi(µ)αk(µ)γ∗j (µ)α∗l (µ)(Gkui, Gluj)V

 1
2

,

(3.33)

qui peut être calculée en complexité indépendante de N dans l’étape online si (G00, G00)V , (Gkui, G00)V et
(Gkui, Gluj)V , où G00 := −Jb ∈ V et Gku := Jak(u, ·) ∈ V pour tout k ∈ {1, ..., d}, sont précalculés pendant
l’étape offline, et si une borne inférieure β̃µ de la constante de stabilité de aµ peut aussi être calculée en
complexité indépendante de N . En précision arithmétique infinie, E1(µ) = E2(µ) : les indices 1 et 2 sont utilisés
pour noter deux façons différentes de calculer la même quantité. En pratique, E2(µ) est beaucoup plus sensible
aux erreurs d’arrondis machine que E1(µ), comme nous allons le voir ci-après. Cependant, E1(µ) n’est pas efficace
online, alors que E2(µ) l’est.

Considérons les deux formules E1, voir (3.31), et E2, voir (3.33), pour calculer la borne d’erreur. La formule
Ek, k = 1, 2, est dite valide pour calculer la borne d’erreur avec une tolérance tol si

max
µ∈Pselect

(Ek(µ)) ≤ tol. (3.34)

D’un point de vue théorique, l’erreur ‖uµ− ûµ‖V et le résidu Gµuµ s’annulent pour tout µ ∈ Pselect. Ainsi, toute
formule basée sur un résidu pour calculer la borne d’erreur devrait s’annuler également, pour toute tolérance.
Cependant, la validité d’une formule est à considérer en présence de phénomènes adverses introduisant des
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erreurs de calcul, voir la Figure 3.12. L’algorithme glouton de l’étape offline s’arrête lorsque max
µ∈Ptrial

(Ek(µ)) <
tolRB, où tolRB représente l’erreur maximale acceptable faite par l’approximation BR. Ainsi, si la tolérance
minimale pour laquelle une formule Ek pour calculer une borne d’erreur est valide est plus grande que tolRB,
alors l’algorithme glouton ne convergera pas et continuera à enrichir la base réduite, même si l’erreur effective
est très petite.

Figure 3.12 – Comportement de la formule Ek en fonction du paramètre (illustration schématique de la
définition de validité d’une formule), avec Pselect = {µ1, ..., µ4}). Gauche : la formule Ek est valide pour calculer
la borne d’erreur avec tolérance tol ; droite : la formule n’est pas valide, car Ek(µ2) > tol.

Nous examinons maintenant la validité des formules E1 et E2 pour calculer la borne d’erreur, en considérant
comme phénomène adverse les erreurs d’arrondis machine de ces formules. Nous négligeons les erreurs d’arrondis
machine introduits en résolvant Eµ et Êµ, de sorte que les fonctions de la base réduite ui et les solutions réduites
ûµ ne contiennent pas d’erreurs d’arrondis machine. Dans le manuscrit de thèse, nous considérons aussi comme
phénomène adverse l’utilisation d’un solveur non exact pour résoudre Eµi . Nous supposons aussi que la borne
inférieure calculable β̃µ de la constante inf-sup ne contient pas d’erreurs d’arrondis machine.

Il est bien connu que l’évaluation d’un polynôme est plus précise en forme factorisée qu’en forme développée,
tout particulièrement à des points proches de ses racines. D’après (3.33),

(
β̃µE2(µ)

)2 est un polynôme multivarié
d’ordre 2 calculé en forme développée, alors que le produit scalaire (Gµuµ, Gµuµ)V utilisé dans le calcul de E1(µ)
dans (3.31) n’est pas développé. Soit µ ∈ Pselect et notons maxfl(β̃µEk(µ)), k = 1, 2, l’évaluation de β̃µEk(µ)
lorsque l’accumulation d’erreurs d’arrondis machine maximale est atteinte. Nous montrons que

maxfl(β̃µE1(µ)) ≥ 2δε,
maxfl(β̃µE2(µ)) ≥ 2δ

√
ε,

(3.35)

où δ = ‖G00‖V et ε est la précision machine (qui est l’erreur relative maximale de représentation d’un réel non
nul en arithmétique à virgule flottante, ε ≈ 5×10−16 en double précision). Nous observons dans nos simulations
numériques que les erreurs d’arrondis machine de E1 sont de l’ordre de ε, alors que ceux de E2 sont de l’ordre
de
√
ε. Ainsi, si nous supposons que les bornes inférieures dans (3.35) sont atteintes, les formules E1 et E2 sont

valides pour calculer les bornes d’erreur avec tolérance tol si, respectivement,

pour E1, 2
(
β̃min

)−1
δε ≤ tol,

pour E2, 2
(
β̃min

)−1
δ
√
ε ≤ tol,

(3.36)

où β̃min = inf
µ∈Pselect

(β̃µ).
La formule E1 pour calculer les bornes d’erreur est donc valide pour des tolérances de l’ordre de ε, mais

n’est pas efficace online, tandis que la formule E2 est online efficace mais n’est valide que pour des tolérances
significativement supérieures, à savoir des tolérances de l’ordre de

√
ε. L’intuition numérique derrière la perte

de précision de la formule E2, est qui lorsque nous faisons une combinaison linéaire dont le résultat est beaucoup
plus petit que les sommes intermédiaires dans le calcul, il se produit une “catastrophic cancellation” (quand
nous faisons une différence de deux réels proches en arithmétique en dimension finie, nous perdons autant de
chiffres significatifs que le nombre de chiffres égaux entre les représentations de ces deux entiers). Nous allons
construire une nouvelle formule efficace online qui soit en pratique valide pour des tolérances de l’ordre de ε.

Nous considérons qu’une base réduite de taille N̂ a été construite. Soit σ := 1 + 2dN̂ + (dN̂)2. Soit µ ∈ Ptrial
et ûµ ∈ Span{u1, ..., uN̂} la solution réduite correspondante, nous définissons X(µ) ∈ Cσ comme le vecteur
de composantes (1, xµI , x∗µI , x∗µIxµJ ), où xµI = αk(µ)γi(µ) (nous rappelons que γi(µ) sont les coefficients de
la solution réduite dans la base réduite, voir (3.30), et αk(µ), les coefficients de la décomposition affine de aµ
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Propriété E1 E2 E3
Efficacité online No Yes Yes

Dépendance en ε de la précision observée ε
√
ε ε

Complexité de l’étape offline – (dN̂ + 1)Nsol σNsol

Complexité de l’étape online – N̂3 + σ N̂3 + σ3

Table 3.2 – Comparaison des formules considérées pour calculer la borne d’erreur, où Nsol est la complexité
de la résolution de Eµ.

dans (3.32)), avec 1 ≤ I, J ≤ dN̂ (avec I = i+ N̂(k− 1) tel que 1 ≤ i ≤ N̂ , 1 ≤ k ≤ d, et avec J = j + N̂(l− 1)
tel que 1 ≤ j ≤ N̂ , 1 ≤ l ≤ d). Une observation importante est que la quantité entre parenthèses dans le membre
de droite de (3.33) peut être écrite comme une forme linéaire en X(µ) de la façon suivante :

δ2 + 2Re(stxµ) + xµ
∗tSxµ =

σ∑
p=1

tpXp(µ), (3.37)

où tp est indépendant de µ (car δ, s, et S sont indépendants de µ) et Xp(µ) est la p-ième composante de X(µ).
Considérons la fonction de deux variables (p, µ) 7→ Xp(µ), pour tout p ∈ {1, ..., σ} et tout µ ∈ Ptrial. Nous
cherchons une approximation de cette fonction de la forme

∀µ ∈ Ptrial,∀p ∈ {1, ..., σ}, Xp(µ) ≈
σ̂∑
r=1

λr(µ)Xp(µr), (3.38)

pour un certain paramètre σ̂ ≤ σ. L’ EIM permet de construire cette approximation et de choisir les points
d’interpolation.

Lorsque σ̂ est grand, il peut être utile de stabiliser l’EIM vis-à-vis des erreurs d’arrondis machine. Nous propo-
sons une stabilisation inspirée de la procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt stabilisée. Nous pouvons
maintenant injecter la décomposition (6) dans l’expression (3.67) de (βE(µ))2, et réorganiser les sommes :

(βE(µ))2 ≈
σ∑
p=1

tp

{
σ̂∑
l=1

σ̂∑
r=1

∆l,rXpl(µ)Xp(µr)
}

=
σ̂∑
r=1

{
σ̂∑
l=1

∆l,rXpl(µ)
}

︸ ︷︷ ︸
λr(µ)

{
σ∑
p=1

tpXp(µr)
}

︸ ︷︷ ︸
(βE(µr))2

(3.39)

conduisant à la nouvelle formule pour calculer la borne d’erreur :

E3(µ) := β̃−1
µ

(
σ̂∑
r=1

λr(µ) (βE1(µr))2

) 1
2

, (3.40)

où nous pouvons choisir la formule E1 dans le membre de droite, car ces évaluations de la borne d’erreur se faisant
à des valeurs fixes µi, elles peuvent être précalculées pendant l’étape offline, tout en garantissant que la formule
E3 est efficace online. Dans la combinaison linéaire dans (3.40), les E(µi) sont du même ordre de grandeur
que le résultat de la combinaison linéaire, ce qui empêche les “catastrophic cancellations” qui interviennent
avec la formule E2 et nuisent à la précision de cette formule. Les avantages et inconvénients des trois formules
considérées pour calculer la borne d’erreur sont résumés dans la Table 3.2.

Nous considérons comme illustration numérique un problème de diffusion en une dimension, à savoir le
problème aux limites −u′′ + µu = 1 sur ]0, 1[ avec u(0) = u(1) = 0, et un paramètre µ ∈ P := [1, 100]. La
solution analytique est :

u(x) = − 1
µ

(cosh (√µx)− 1) +
cosh

(√
µ
)
− 1

µ sinh
(√
µ
) sinh (√µx) . (3.41)
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La théorie de Lax-Milgram est applicable, et la constante de coercivité est bornée par en-dessous par 1 dans la
norme H1(]0, 1[). La borne d’erreur est donnée par E1(µ) = ‖Gµûµ‖H1(]0,1[). Les éléments finis de Lagrange P1
sont utilisés avec des mailles uniformes de longueur 0.005. L’ensemble Ptrial consiste en 1000 points uniformément
distribués dans P. La méthode des BR est conduite jusqu’à ce que la formule E2 souffre d’erreurs d’arrondis
machine, ce qui se produit déjà pour une base réduite de taille N̂ = 7 (puisque d = 2, on a σ = 225). Un
solveur direct est utilisé, si bien que le seul phénomène adverse pour calculer la borne d’erreur sont les erreurs
d’arrondis machine. Dans la Figure 3.13, nous remarquons que la formule classique E2 n’est pas valide pour
calculer une borne d’erreur avec n’importe quelle tolérance inférieure à 10−7, alors que les formules E1 et E3.
sont valides pour des tolérances aussi faibles que 10−14. La différence est de 7 ordres de grandeur ; sachant que√
ε ≈ 10−7, ces observations sont cohérentes avec les relations (3.36).
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Figure 3.13 – Courbes de borne d’erreur en fonction du paramètre pour les trois formules considérées.

La formule E3 a été utilisée avec succès dans des problèmes aéroacoustiques plus compliqués dans le manuscrit
de thèse, pour lesquels les faibles valeurs de la constante de stabilité requièrent une grande précision de la borne
d’erreur, et par M. Yano au MIT [119], où la nécessité d’avoir une évaluation très précise de la borne d’erreur
est imposée par la spécificité du problème non-linéaire (équation de Boussinesq). Ce travail initié sur la stabilité
numérique vis à vis des erreurs d’arrondis machine des estimateurs a posteriori pour la méthode des bases
réduites a été poursuivi dans d’autres équipes [28,36].

3.5 Mise en œuvre des méthodes de réduction de modèle : non-
intrusivité, problèmes non-linéaires de grande taille, indication
d’erreur, variabilités non-paramétrées

3.5.1 Nonintrusive Empirical Interpolation Method : faible intrusivité pour la
méthode des bases réduites

Cette section correspond à la Publications Pub.15, au Rapport Rap.5 et aux Exposés Exp.10 à Exp.13
et Exp.21.

Le but de cette section est d’obtenir une approximation non-intrusive, en utilisant une procédure offline-
online, des objets suivants :

Qt(µ) =
ς∑
s=1

∫
Ω
gs(µ, x)Ψs,t(x)dx, ∀t ∈ {1 . . .N}, (3.42)

où ς ≥ 2, et N est supposé grand. Les fonctions Ψs,t sont des produits de fonctions de base qui interviennent
dans les coefficients du vecteur Cµ et de la matrice Aµ, qui sont les approximations en dimension finie de
respectivement l’opérateur aµ et la forme linéaire bµ (lorsque celle-ci dépend de µ) dans (3.28). Pour illustrer
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les enjeux, prenons l’exemple de aµ(u, v) =
∫

Ω g(µ, x)∇u(x) · ∇v(x)dx, conduisant à la matrice (Aµ)i,j =∫
Ω g(µ, x)∇ϕi(x) · ϕj(x)dx, 1 ≤ i, j ≤ N . Ceci correspond à ς = 1, N = N , t = (i, j) et Ψ1,t(x) = ϕi(x) · ϕj(x)

dans (3.42).
Le résultat principal de cette section est l’approximation de (3.42) de la forme

Qt(µ) ≈
dz∑
r=1

βr(µ)Qt(µr), (3.43)

pour un entier dz, des coefficients {βr(µ)}1≤r≤dz et des valeurs de paramètre {µr}1≤r≤dz .
Pour illustrer notre idée, nous considérons dans un premier temps le cas où la fonction gs dépend seulement

de µ, mais pas de x. Ceci correspond au cas où l’opérateur aµ a une dépendance affine en µ :

Qt(µ) =
ς∑
s=1

gs(µ)
∫

Ω
Ψs,t(x)dx, ∀t ∈ {1 . . . N}. (3.44)

Nous appliquons un EIM à la fonction gs(µ) vue comme la fonction de deux variables

γ : (µ, s) 7→ gs(µ). (3.45)

Nous utilisons les mêmes notations que dans l’introduction pour la matrice B, les fonctions à valeur vectorielle
qm(·), et les points sélectionnés µm, et nous introduisons les indices sl sélectionnés par EIM pour approcher
γ(µ, s). Il vient

gs(µ) ≈
d∑
r=1

{
d∑
l=1

∆l,rgsl(µ)
}

︸ ︷︷ ︸
:=βr(µ)

gs(µr), (3.46)

où d, qui représente maintenant le nombre de points d’interpolation EIM, est inférieur à ς. En injectant cette
approximation dans (3.44) et en changeant l’ordre des sommations,

Qt(µ) ≈
ς∑
s=1

d∑
r=1

βr(µ)gs(µr)
∫

Ω
Ψs,t(x)dx

=
d∑
r=1

βr(µ)Qt(µr),

(3.47)

qui correspond à un approximation de la forme (3.43).
Quand la dépendance affine n’est pas disponible, la première étape consiste à approcher la fonction gs(µ, x)

pour tout 1 ≤ s ≤ ς avec un premier EIM. Cela conduit à la construction de ς ensembles de points x, de
points µ, de matrices B, Γ, ∆ et de fonctions à valeurs vectorielles q(·). On note ces quantités avec un indice
additionnel s ; par exemple, qs(·), de composantes qs,m : x 7→ qs,m(x), pour tout 1 ≤ m ≤ d. Par simplicité,
nous supposons que les ς EIM ont le même nombre de points d’interpolation d. En injectant les approximations
EIM de gs(µ, x), pour tout 1 ≤ s ≤ ς, dans (3.42) donne l’approximation suivante de Qt(µ), que nous notons
(IdQt)(µ) et qui est donnée par

(IdQt)(µ) :=
ς∑
s=1

∫
Ω

(Idgs)(µ, x)Ψs,t(x)dx

=
ς∑
s=1

d∑
m=1

d∑
l=1

(∆s)l,mgs(µ, xs,l)
∫

Ω
gs(µs,m, x)Ψs,t(x)dx.

(3.48)

Nous observons que l’expression (3.48) est une forme linéaire par rapport à un vecteur z ∈ Rςd, dont les
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composantes, notées zp(µ), 1 ≤ p ≤ ςd, contiennent toutes les dépendances en µ. Notons

zp(µ) :=



d∑
l=1

(∆1)m,lg1(µ, x1,l), 1 ≤ m ≤ d, p = m,

d∑
l=1

(∆2)m,lg2(µ, x2,l), 1 ≤ m ≤ d, p = m+ d,

...
d∑
l=1

(∆ς)m,lgς(µ, xς,l), 1 ≤ m ≤ d, p = m+ (ς − 1)d,

(3.49)

et

Qt,p :=



∫
Ω
g1(µ1,m, x)Ψ1,t(x)dx, 1 ≤ m ≤ d, p = m,∫

Ω
g2(µ1,m, x)Ψ2,t(x)dx, 1 ≤ m ≤ d, p = m+ d,

...∫
Ω
gς(µ1,m, x)Ψς,t(x)dx, 1 ≤ m ≤ d, p = m+ (ς − 1)d.

(3.50)

Ainsi,

(IdQt)(µ) =
ςd∑
p=1

zp(µ)Qt,p. (3.51)

Pour obtenir une approximation non-intrusive de Qt(µ) de la forme (3.43), nous appliquons un autre EIM à
zp(µ) vue comme la fonction de deux variables :

ζ : (µ, p) 7→ zp(µ). (3.52)

Pour bien identifier les quantités associées à l’EIM de ζ(µ, p), nous leur ajoutons un exposant (ζ). En injectant
cette approximation EIM dans le membre de droite de (3.51), nous obtenons :

(IdQt)(µ) ≈
ςd∑
p=1

(I(ζ)
d z)(µ, p)Qt,p

=
ςd∑
p=1

dz∑
l=1

dz∑
r=1

∆(ζ)
l,r zp(ζ)

l

(µ)zp(µ(ζ)
r )Qt,p.

(3.53)

En échangeant les ordres de sommation dans (3.53), il vient :

(IdQt)(µ) ≈
dz∑
r=1

dz∑
l=1

∆(ζ)
l,r zp(ζ)

l

(µ)
ςd∑
p=1

zp(µ(ζ)
r )Qt,p

=
dz∑
r=1

dz∑
l=1

∆(ζ)
l,r zp(ζ)

l

(µ)(IdQt)(µ(ζ)
r ),

(3.54)

où (3.51) a été utilisé dans le deuxième ligne. En remplaçant enfin IdQt par Qt, nous obtenons l’approximation
non-intrusive de Qt(µ) :

Qt(µ) ≈
dz∑
r=1

{
dz∑
l=1

∆(ζ)
l,r zp(ζ)

l

(µ)
}

︸ ︷︷ ︸
:=βr(µ)

Qt(µ(ζ)
r ). (3.55)

Pour construire le problème réduit (3.29), nous devons assembler la matrice Âµ,ij = aµ(ûi, ûj) = Û tiQt(µ)Ûj ,
où Ûi est la i-ième fonction de la base réduite, sur la base des éléments finis associée au problème initial Eµ,
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et Qt(µ) = Aµ,ij . Nous obtenons Âµ,ij ≈
∑dz

r=1 βr(µ)Û tiAµ(ζ)
r ,ij

Ûj : le problème réduit peut être construit
sans avoir à modifier les routines d’assemblage élémentaire du code considéré. Ceci fournit un avantage certain
dans l’implémentation des BR dans un contexte industriel. De plus, tout produit matrice-vecteur optimisé est
directement utilisable.

Dans les implémentations d’éléments de frontière pour l’équation d’Helmholtz, la FMM permet de réaliser
les produits matrice-vecteur de façon rapide (mais approchée), et ainsi de résoudre des systèmes linéaires pleins
en utilisant des méthodes itératives, en complexité n logn, où n est le nombre d’inconnues. Dans cette section,
nous considérons un cas test où les matrices A

µ
(ζ)
r

, où µ
(ζ)
r sont les valeurs de paramètres sélectionnées en

appliquant la formule (3.55) à l’approximation de Aµ, sont tellement grandes qu’elles ne peuvent pas être
stockées sur disque dur. Ainsi, à chaque fois qu’un produit matrice-vecteur est requis, la matrice est assemblée
et la FMM est utilisée. Nous considérons un problème de diffraction d’une onde acoustique incidente par un
objet dont la surface est recouverte, sur trois zones, par des matériaux impédants. Cette formulation et son
analyse sont détaillées dans le manuscrit de thèse, mais nous ne les reproduisons pas ici. L’objet considéré est
un avion complet, voir la Figure 3.14. La source est un monopole acoustique, situé sous l’aile droite de l’avion

Figure 3.14 – Maillage d’avion utilisé, la deuxième surface impédante est mise en évidence.

(pour simuler la présence d’un moteur). Les paramètres considérés sont la fréquence de la source et les valeurs
d’impédance des trois zones composant la surface de l’avion. La fréquence varie de 27 à 135 Hz et chaque
coefficient d’impédance de 1 à 2. Nous considérons 532, 400 valeurs paramétrique dans Ptrial (400 valeurs de la
fréquence et 11 valeurs pour chaque coefficient d’impédance).

Pour recouvrer l’hypothèse de dépendance affine nécessaire à la méthode des BR, nous utilisons la formule
d’approximation non-intrusive (3.55) (telle que d = 35 et dz = 50). Dans ce cas-test, une formule non-intrusive
similaire doit être utilisée pour l’approximation du second membre (telle que d = 50 et dz = 60). Une base
réduite de taille n̂ = 30 est construite. Les deux étapes qui prennent le plus de temps de calcul sont les produits
matrice-vecteur en FMM et l’exploration de Ptrial par l’algorithme glouton. Ces deux étapes sont parallélisées
dans notre code. Ainsi, nous nous attendons à ce que cette procédure soit efficace sur les clusters avec de
nombreux processeurs. Les simulations ont été réalisées sur un ordinateur portable standard. La formule (3.55)
permet d’utiliser directement la FMM, sans laquelle les simulations auraient été impossibles sur un ordinateur
standard, dans la mesure où la stockage d’une seule matrice requiert 60 GB de mémoire. Une approche consistant
à calculer et stocker les 50 matrices de la décomposition aurait nécessité 3 TB de mémoire.

L’étape online prend 1.5 × 10−2 secondes pour calculer une solution réduite et la borne d’erreur corres-
pondante, tandis que le problème complet, même accéléré par la FMM parallèle, prend environ 40 minutes, ce
qui correspond à un facteur d’accélération de 1.6 × 105. L’étape offline prend environ 2 jours, et la dernière
étape de l’algorithme glouton dans l’étape offline prend 1 heure. La FMM que nous utilisons pour calculer les
produits matrice-vecteur a une précision relative d’environ 10−3 ; nous ne pouvons donc pas espérer atteindre
une approximation BR plus précise.

Nous considérons comme quantité d’intérêt le champ acoustique diffracté sur un réseau de 1681 points
localisés derrière l’avion. Un applet java a été développé pour calculer et afficher ce champ de pression en temps
réel à des valeurs de paramètre (fréquence de la sources et coefficients d’impédance) choisies par l’utilisateur.
Deux autres applets java pour d’autres simulations industrielles sont présentées dans le manuscrit de thèse.
Considérons les valeurs de paramètres suivantes : fréquence = 122.3 Hz, µ1 = 1.21, µ2 = 1.87 et µ3 = 1.45.
La borne d’erreur est 5.4 × 10−4, et l’erreur relative entre la solution directe et la solution réduite, en norme
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euclidienne, est 1%. Sur le réseau de 1681 points localisés derrière l’avion, l’erreur relative sur le champ acoustique
diffracté est 1.4%. La Figure 3.15 montre le champ de pression acoustique calculé à partir de la solution de
confiance, et la différence entre le champ de pression approché par les BR et le champ calculé à partir de
la solution de confiance. Notons que la méthode des bases réduites a été appliquée à l’Electric Field Integral
Equation dans [49,67].

Figure 3.15 – Gauche : champ de pression acoustique sur l’avion et sur le réseau de 1681 points localisés
derrière l’avion calculé à partir de la solution de confiance, droite : différence entre les champs approchés par
BR et de confiance.

3.5.2 Approximation non-intrusive des limites d’algorithmes de puissances de ma-
trices : application aux inverses et log-déterminants de matrices et à la
réduction non-intrusive de modèles non-linéaires

Cette section correspond à la Publication Pub.10 et au Rapport Rap.1 et aux Exposés Exp.6 et Exp.18.
Dans cette section, nous présentons une méthode non-intrusive qui n’est pas de type Galerkine, et qui se

rapproche des méthodes de régression statistique. La différence ici, c’est que nous tâchons d’injecter une in-
formation de l’équation sous-jacente directement dans la méthode de régression. Nous considérons une famille
paramétrée de matrices inversibles, telle que la dépendance paramétrique est affine, et nous sommes intéressés
par l’approximation non-intrusive de quantités qui sont obtenues comme limites d’algorithmes de puissance
de ces matrices paramétrées, par exemple la matrice inverse et le logarithme du déterminant de la matrice
(noté log-det), que nous exprimons comme combinaisons linéaires de ces quantités prises à des valeurs bien
choisies de paramètres. Par exemple, de nombreuses évaluations du log-det d’une matrice définie positive sont
requises pour l’estimation du maximum de vraisemblance en régression par processus gaussiens, voir [85, 123].
L’algorithme proposé calcule efficacement les coefficients de cette combinaison linéaire (i.e. en complexité algo-
rithmique indépendante de la taille des matrices), et de façon non-intrusive, dans le sens où il ne repose que
sur l’évaluation de ces quantités d’intérêt (dans notre cas la matrice inverse et le log-det), comme la plupart
des méthodes de régression statistique. Sous l’hypothèse de dépendance affine de la matrice en les paramètres,
nous utilisons l’EIM pour obtenir une approximation non-intrusive des puissances de cette matrice, à partir
de laquelle nous construisons une approximation des limites mentionnées ci-dessus. Nous proposons des bornes
supérieures pour cette approximation. Des applications numériques proposant des comparaisons avec quelques
méthodes classiques de régression statistique sont présentées. Nous présentons la procédure seulement pour la
matrice inverse et renvoyons vers la Publication Pub.10 pour les détails sur le log-det.

Description de la méthode

Fixons d ∈ N et µ ∈ P un paramètre, où P est un espace paramétrique, pris comme un sous-ensemble
compact de Rr, r ∈ N∗. Considérons {Aµ}µ∈P ⊂ RN×N un ensemble de matrices carrées paramétrées et
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supposons une dépendance affine suivante :

Aµ =
d∑
l=1

αl(µ)Al, µ ∈ P, (3.56)

où la famille de matrices carrées {Al}1≤l≤d est indépendante de µ. Ainsi, la matrice Aµ dépend de µ seulement
à travers les coefficients αl : P → R. En posant α0(µ) = 1 et A0 = −Ψ0, nous obtenons une décomposition affine
semblable à (3.56) pour la matrice I −Ψ−1

0 Aµ. Soit t ∈ N, nous notons un multi-indice ~s = (s1, s2, · · · , st) ∈ Nt

et définissons son poids par |~s| :=
∑t
l=1 sl. Notons également κm,d =

{
~k ∈ [0;m]d tel que |~k| ≤ m

}
. Définissons

enfin g(~k, µ) =
∏d
l=0 α

kl
l (µ), k ∈ κm,d, µ ∈ P.

Soit m ∈ N, nous montrons qu’il existe une famille de matrices {T~k,p}~k∈κm,d,0≤p≤m ∈ RN×N , indépendantes
de µ, telles que (

I −Ψ−1
0 Aµ

)p =
∑

~k∈κm,d

g(~k, µ)T~k,p, µ ∈ P, 1 ≤ p ≤ m. (3.57)

Nous donnons une expression explicite pour les matrices {T~k,p}~k∈κm,d,0≤p≤m dans la Publication Pub.10 (la
connaissance de cette expression n’est pas nécessaire pour notre présentation résumée). Comme #{~k ∈ [0; p]d tel que |~k| =
p} = (p+d−1)!

(d−1)!p! , le nombre de termes dans (3.57), noté Qm,d := #κm,d, est 1
(d−1)!

∑m
k=0

(k+d−1)!
k! . Notons que

pour d ≥ 2, Qm,d ≤ m
(d−1)! (m+ 1) (m+ 2) · · · (m+ d− 1) = Pd(m), où Pd(m) est un polynôme de degré d en

m.
Nous appliquons l’EIM, présenté dans l’introduction, à la fonction g(~k, µ), et obtenons :

(
I −Ψ−1

0 Aµ
)p ≈ NEIM∑

l=1
λl(µ)

(
I −Ψ−1

0 Aµl
)p
, µ ∈ P, 1 ≤ p ≤ m, (3.58)

où µl et la procédure de calcul des λNEIM

l sont construits lors de la phase offline de l’algorithme EIM.
Considérons le schéma itératif suivant :{

X0,µ = X0

Xk+1,µ =
(
I −Ψ−1

0 Aµ
)
Xk,µ + Ψ−1

0 ,
(3.59)

avec les conditions initiales suivantes, indépendantes du paramètre µ :
Ψ0 = argmin

M∈RN×N , M inversible
sup
µ∈P
‖I −M−1Aµ‖2,

X0 = argmin
X∈RN×N

sup
µ∈P
‖X −A−1

µ ‖2,
(3.60)

et définissons
ρ = sup

µ∈P
‖I −Ψ−1

0 Aµ‖2, (3.61)

et ε0 = sup
µ∈P
‖X0 −A−1

µ ‖2. De Xm,µ =
(
I −Ψ−1

0 Aµ
)m (

X0 −A−1
µ

)
+A−1

µ , nous obtenons la borne indépendante

de µ suivante
‖Xm,µ −A−1

µ ‖2 ≤ ε0ρm, (3.62)
qui, comme ρ < 1, assure la convergence uniforme du schéma itératif (3.59) en m.

Nous montrons par récurrence que

Xm,µ =
(
I −Ψ−1

0 Aµ
)m

X0 +
(
m−1∑
k=0

(
I −Ψ−1

0 Aµ
)k)Ψ−1

0 , ∀m ∈ N, (3.63)

où la limite A−1
µ n’apparâıt plus. En remplaçant les puissances de

(
I −Ψ−1

0 Aµ
)

dans (3.63) et en utilisant (3.58),
nous obtenons :

Xm,µ ≈
NEIM∑
l=1

λl(µ)Xm,µl . (3.64)
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La convergence de Xm,µ vers A−1
µ en fonction de m, voir (3.62), suggère de remplacer Xm,µl par les inverses

A−1
µl

dans (3.64) et de définir

XN
EIM

µ :=
NEIM∑
l=1

λl(µ)A−1
µl
. (3.65)

où XNEIM

µ est bien une approximation non-intrusive de A−1
µ . En effet, dans l’Équation (3.65), nous rappelons que

les coefficients sont obtenus à partir d’un EIM sur g(~k, µ), qui dépend uniquement de la dépendance paramétrique
de Aµl , voir l’Équation (3.56). Ainsi, l’approximation obtenue est non-intrusive dans le sens où elle ne repose
que sur des évaluations de la quantité d’intérêt (les inverses A−1

µl
), tout en utilisant une information sur la

forme particulière du problème (à travers les αl(µ)). En particulier, nous n’avons jamais besoin de calculer les(
I −Ψ−1

0 Aµ
)p ni les T̂~k,p. Remarquons que les matrices Al dans (3.56), 1 ≤ l ≤ d, n’ont pas besoin non plus

d’être calculées. De plus, nous pouvons calculer les A−1
µl

par la méthode de notre choix, et même si le schéma
itératif considéré converge, nous pouvons utiliser les méthodes directes pour calculer les A−1

µl
, et appliquer (3.65)

pour obtenir notre approximation de A−1
µ . En particulier, nous n’avons jamais besoin de construire Ψ0 et X0,

nous avons simplement besoin de l’existence d’une matrice Ψ̂ telle que sup
µ∈P
‖I − Ψ̂Aµ‖2 < 1. Remarquons enfin

que nous obtenons directement une façon d’approcher les solutions de systèmes linéaires à second membre
constant :

A−1
µl
b ≈

NEIM∑
l=1

λl(µ)
(
A−1
µl
b
)
. (3.66)

Un élément clef de la méthode est la linéarité de la fonction g 7→ Xm,µ, où, d’après (3.57) et (3.63),

Xm,µ =
∑

~k∈κm,d+1

g(~k, µ)
(
T~k,mX0 +

m−1∑
l=0

T~k,lΨ
−1
0

)
. (3.67)

Performance de l’approximation

Dans un contexte industriel avec des calculs de grand échelle et un budget contraint, le NEIM dans (3.65) et
(3.66) ne peut pas être aussi grand que nous souhaitons. Si l’approximation produit des erreurs trop grandes, le
problème sera considéré non réductible par la méthode choisie et avec le budget alloué. Dans (3.60), Ψ−1

0 peut
être vu comme le meilleur préconditionneur uniformément sur l’espace paramétrique. Le problème peut être
réduit efficacement si ce préconditionneur est bon au sens sup

µ∈P
‖I − Ψ−1

0 Aµ‖2 = ρ � 1, voir Equation (3.62).

Dans les cas d’espace paramétrique de grand dimension, l’existence d’un bon préconditonneur est peu probable à
cause de la malédiction de la dimensionnalité, en particulier si l’intervalle de variation des paramètres est grand.
Nous rappelons que nous n’avons pas besoin de calculer Ψ−1

0 et avons seulement besoin de son existence. Le
succès de la méthode sera évalué a posteriori, si une structure de rang faible existe, comme pour toute méthode
de réduction de modèle (par exemple, avec la snapshot POD, si les valeurs propres de la matrice de corrélation
décrôıt suffisamment rapidement). Dans ce contexte, à budget de calcul donné, nous comparons notre algorithme
à d’autres procédures non-intrusives en calculant l’erreur par rapport à la solution haute-fidélité.

Considérons les formules d’approximation (3.65) et (3.66), qui consistent en l’interpolation de A−1
µl

et A−1
µl
b.

Le calcul de A−1
µl

et A−1
µl
b, 1 ≤ l ≤ NEIM, est inhérent à toute méthode d’interpolation ou régression non-

intrusive, où le modèle haute-fidélité doit être calculé un certain nombre de fois pour acquérir de l’information
sur le modèle. Le coût de calcul de A−1

µl
et A−1

µl
b, 1 ≤ l ≤ NEIM, est ainsi présent dans toute méthode non-

intrusive, et n’est pas relié aux traitements supplémentaires que nous faisons dans la partie offline de notre
méthode. L’analyse se réduit donc à évaluer le coût de calcul des coefficients λl(µ), 1 ≤ l ≤ NEIM, dans (3.65)
et (3.66). Dans nos applications numériques, avec d imposé par la forme du problème, nous déterminons m0
comme le plus large entier m tel que Qm,d = #κm,d est plus petit que le budget de calcul. Le coût offline
correspond ainsi à l’EIM appliqué sur la fonction g sur l’échantillonnage κm0,d × Psample. En pratique, comme
le nombre d’appels au solveur haute-fidélité est contraint (la plus grande valeur que nous avons prise dans nos
applications pour Qm0,d est 680), nous avons la possibilité de prendre un échantillonnage important de P, ce
qui est désirable de toutes façons vu la possible grande dimension de l’espace paramétrique P. Si l’EIM est
calculé jusqu’à ce que tous les Qm0,d multi-indices dans κm0,d sont sélectionnés, la complexité algorithmique
est alors proportionnelle à Q3

m0,d
× #Psample. Dans nos simulations numériques, l’étape offline de EIM avec
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#Psample = 106 prend environ autant de temps que la construction du Design Of Experiment (DOE) avec
l’algorithme MaxProj lorsque nous comparons nos résultats avec des méthodes de régression statistique. Par
exemple, avec Qm0,d = 286 (m0 = 2 et d = 10), et #Psample = 106, la construction du DOE et l’EIM prennent
chacun environ 15 minutes.

Notons que dans l’utilisation classique de EIM pour la réduction de modèle non-linéaire, où la solution et/ou
l’opérateur sont approchés, il faut évaluer le modèle haute-fidélité sur échantillonnage Psample, ce qui limite
fortement sa taille. Cependant dans notre cas, la fonction g à approcher est connue sur l’ensemble κm0,d × P
complet, sans résoudre le modèle haute-fidélité, ce qui rend possible un échantillonnage Psample important.

Convergence de l’approximation

Nous donnons ici simplement les résultats et les remarques, et renvoyons vers la Publication Pub.10 pour
les démonstrations.

Nous donnons deux bornes pour l’erreur faite par l’approximation XNµ de A−1
µ : la première fait intervenir un

espace vectoriel abstrait, la deuxième exploite la relation entre les fonctions gµ, sur laquelle porte l’approximation
EIM, et l’objet approché A−1

µ , à travers les schémas itératifs Xmgµ.

Définissons ZN := 1
N

N∑
n=1

∫
µ∈P (gµ,Φn)2

U
|P|
N

∑N
p=1

(
gµp ,Φn

)2
U

, où le dénominateur est une approximation du numérateur, et

Φn sont les modes obtenus par une snapshots POD faisant intervenir les fonctions g et les valeurs paramétriques
µl sélectionnées par EIM. Une présentation rigoureuse est disponible dans la Publication Pub.10 (Section 4.1),
mais n’est pas reproduite ici car nécessite l’introduction de nombreux objets et notations. Nous notons également
τN la N ieme valeur propre intervenant dans cette snapshot POD. Le rang de la matrice

(
g(~ki, µj)

)
i,j

, 1 ≤

i ≤ Qm,d, 1 ≤ j ≤ #P est noté Q̂m,d(≤ Qm,d), et nous notons δNEIM une certaine norme de l’erreur de
l’approximation EIM. Définissons également SN 2N , le plus petit sous-espace vectoriel de C0(P, V ) contenant
l’image de l’application v 7→ JNv, définie par ∀µ ∈ P, (JNv)(µ) :=

∑N
n=1 (gµ,Φn)U

∑N
p=1G

−1
np v(µp), où

Gnp = (gµn ,Φp)U ∈ RN×N est une matrice inversible et V := RN×N . Le caractère borné de (ZN )N , la dimension
de SN 2N égale à N 2N et l’inversibilité de G sont démontrés dans la Publication Pub.10 (Section 4.3).

Proposition 3.5.2.1. Pour tout entier m et 1 ≤ N < Q̂m,d,

1
|P|

∫
µ∈P
‖XNµ −A−1

µ ‖2V ≤ 4
(
1 +N2ZN

) (
θsN

)2 + 8
|P|

sup
µ∈P

∥∥A−1
µ

∥∥2
V

Nδ2
N

τN
, (3.68)

où
θN

2N := inf
ϕ∈SN2N

sup
µ∈P

∥∥A−1
µ − ϕ(µ)

∥∥
V
. (3.69)

Dans le cas N = Q̂m,d où l’approximation EIM est exacte : pour tout entier m

1
|P|

∫
µ∈P
‖X Q̂m,dµ −A−1

µ ‖2V ≤ 4
(

1 + Q̂2
m,dZQ̂m,d

)(
θN

2Q̂m,d
)2
. (3.70)

Proposition 3.5.2.2. Pour tout entier m et 1 ≤ N < Q̂m,d,

1
|P|

∫
µ∈P
‖XNµ −A−1

µ ‖2V ≤ 3ε20ρ2m
(

1 + 2N2ZN + 8 1
|P|

Nδ2
N

τN

)
+ 3 1
|P|

∫
µ∈P

∥∥Xm

(
IN (gµ)− gµ

)∥∥2
V
. (3.71)

Dans le cas N = Q̂m,d où l’approximation EIM est exacte : pour tout entier m

1
|P|

∫
µ∈P
‖X Q̂m,dµ −A−1

µ ‖2V ≤ 3ε20ρ2m
(

1 + 2P 2
d (m)ZQ̂m,d

)
, (3.72)

où nous rappelons que Pd(m) est un polynôme de degré d en m, tel que Q̂m,d ≤ Qm,d ≤ Pd(m). L’approximation
converge sous la condition que ρ < 1.
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Remarque 3.5.2.1. Les bornes dans (3.68) et (3.71) font intervenir Nδ2
N

τN
et
∥∥Xm

(
IN (gµ)− gµ

)∥∥2
V

, qui sont
difficiles à décrire : d’une part le comportement asymptotique de Nδ2

N

τN
exhibe une forme indéterminée, d’autre

part la norme d’opérateur de Xm est difficile à estimer. Cependant, grâce aux propriétés d’interpolation de
EIM, nous savons que δQ̂m,d = 0 et IQ̂m,d(gµ) = gµ, tandis que τQ̂m,d > 0 : des bornes plus précises peuvent
être obtenues dans ce cas particulier.

Dans (3.70), ZQ̂m,d est borné, et θN 2Q̂m,d est relié à une certaine épaisseur de Kolmogorov, qui est habituelle-
ment supposée converger de sorte à compenser des croissances exponentielles ou polynomiales dans les problèmes
d’approximation ; dans notre cas, nous avons seulement besoin de supposer la convergence de Q̂m,dθ

N 2Q̂m,d .
Dans (3.72), la convergence est assurée par les propriétés de l’algorithme de puissance considéré, sous l’hy-
pothèse forte que ρ < 1, où nous rappelons que ρ = sup

µ∈P
‖I − Ψ−1

0 Aµ‖2. Cette hypothèse repose sur l’existence

d’un bon préconditionneur Ψ0 uniformément sur l’espace paramétrique P, possiblement de grande dimensions,
ce que nous avons relié plus haut à la réductibilité du problème.

Considérons un sous-ensemble compact de C0(P, V ) contenant µ 7→ A−1
µ . La deuxième borne dans la Pro-

position 3.5.2.1 peut être affaiblie dans la forme suivante : pour tout entier m,

1
|P|

∫
µ∈P
‖X Q̂m,dµ −A−1

µ ‖2V ≤ 4
(

1 + Q̂2
m,dZQ̂m,d

)
η2
SN

2Q̂m,d
, (3.73)

où
ηSN2Q̂m,d := sup

v∈F
inf

ϕ∈SN
2Q̂m,d

‖v − ϕ‖C0(P,V ), (3.74)

qui est relié à la N 2Q̂m,d-épaisseur de Kolmogorov :

dN 2Q̂m,d
(F, C0(P, V )) = inf

FN
2Q̂m,d⊂C0(P,V )

sup
v∈F

inf
ϕ∈FN

2Q̂m,d
‖v − ϕ‖C0(P,V ) = inf

FN
2Q̂m,d⊂C0(P,V )

η
FN

2Q̂m,d .

(3.75)
Pour les besoins de la preuve, nous avons considéré une snapshot POD sur les ensembles (gµl)1≤l≤Q̂m,d , avec
des valeurs µn sélectionnées par un premier EIM sur g, ce qui a conduit à un projecteur fixe (J Q̂m,dv)(µ) =∑Q̂m,d
n=1 (gµ,Φn)U

∑Q̂m,d
p=1 G−1

np v(µp) for v ∈ C0(P, V ), et ainsi à un sous-espace fixe SN 2Q̂m,d ⊂ C0(P, V ), au lieu
du sous-espace optimal FN 2Q̂m,d in (3.75).

Dans [82], des bornes supérieures pour l’erreur EIM ont été proposées, pour des décroissances polynomiales
et exponentielles de la n−épaisseur de Kolmogorov dn({gµ, µ ∈ P},U). Dans la Proposition 3.5.2.1 sont ren-
dues explicites les dépendances de la borne obtenue par rapport à l’erreur EIM δN et à θN 2N , qui est relié à
l’approximation de µ 7→ A−1

µ dans C0(P, V ), et non pas à l’approximation EIM de gµ in U .
La convergence des bornes obtenues dans la Proposition 3.5.2.1 est difficile à observer en pratique, compte-

tenu des difficultés de l’estimation numérique de δN et θN 2N . Cependant, la convergence de la borne obtenue
dans (3.70) semble raisonnable dans la mesure où, dans les cas réductibles, la convergence de NθsN est une
hypothèse modérée lorsque θN 2N est remplacé par la N 2N -épaisseur de Kolmogorov dN 2N (F, C0(P, V )). Dans
nos expériences numériques, nous observons que EIM ne donne une erreur d’approximation raisonnable que
dans le cas où N = Q̂m,d = Qm,d, probablement dû à la forme particulière de κm,d, qui est un ensemble
discret de multi-indices, et non pas l’échantillonnage d’une variable continue : les éléments ~k de κm,d semblent
générer des éléments linéairement indépendants µ 7→ gµ(~k) dans C0(P, V ). Ceci peut être comparé à la discrete
EIM (DEIM), où l’algorithme EIM est appliqué sur les indices d’une liste de vecteurs POD, qui sont tous
gardés dans l’approximation [35]. Cependant, l’avantage principal d’EIM dans notre cas est la sélection des
paramètres significatifs dans l’échantillonnage de grande taille Psample pour notre approximation. Dans nos
expériences numériques, nous avons pris N = Qm,d pour cette raison, et nous pouvons évaluer la convergence
de l’approximation par rapport à la borne obtenue dans la Proposition 3.5.2.2.

Néanmoins, nous avons obtenu un résultat de convergence assez général dans la Proposition 3.5.2.1, qui
pourrait être utile pour d’autres classes de modèles et problèmes. Notons également que avec Q̂m,d évaluation
du modèle haute-fidélité A−1

µ , θN 2Q̂m,d fait intervenir une approximation dans un sous-espace vectoriel de
dimension de dimension N 2Q̂m,d de C0(P, V ), où N 2 est la dimension de V .
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Expériences numériques

Nous présentons une application sur la matrice inverse d’un problème thermique en dimension paramétrique
2 et un problème de mécanique élastique en dimension paramétrique 14. Pour d’autres applications, notamment
sur l’approximation du log-det, nous renvoyons vers la Publication Pub.10 (Section 5).

Considérons un ensemble ouvert Ω ⊂ R3 maillé avec des tétraèdres, voir Figure 3.16. Il s’agit d’un maillage
très simplifié d’une aube de turbine haute pression avec 3 canaux internes de refroidissement. L’intersection de
ces canaux avec Ω est notée ∂ΩC . Nous considérons le problème de thermique suivant :

Figure 3.16 – Maillage du modèle simplifié d’aube de turbine haute pression


−~∇ · ~q = µ2uµ in Ω,
~q · ~n = −1 on ∂ΩC ,
~q · ~n = 0 on ∂Ω\∂ΩC ,

(3.76)

où uµ est la température, ~q = −µ1~∇uµ est la densité de flux de chaleur, et µ = (µ1, µ2) ∈ P := (1, 4)2 est
le paramètre. Dans ce problème, µ1 est la conductivité thermique, et µ2uµ est un terme de source volumique
dépendant de la solution uµ.

Notons Vh(Ω) l’espace des éléments finis P1 associés au maillage considéré de Ω, où h est la longueur
caractéristique des tétraèdres du maillage. La forme faible de (3.76) peut être approchée par

AµUµ = b, (3.77)

où Aµ = µ1A1 + µ2A2, avec (A1)i,j =
∫

Ω
~∇φi · ~∇φj et (A2)i,j =

∫
Ω φiφj , et bi =

∫
∂ΩC φi ; {φi}1≤i≤N est la base

éléments finis P1, où N = 3, 296 dans cet exemple. L’approximation uµh ∈ Vh de la solution uµ de (3.76) est
obtenue comme uµh :=

∑N
i=1 Uµiφi.

Nous comparons l’approximation (3.66) avec d’autres méthodes disponibles pour approcher des solutions de
systèmes linéaires paramétrés :

1. (Minimisation de la norme de Frobenius) Soit YQm,d = Span{A−1
µ1
, · · · , A−1

µQm,d
}, et

PQm,d(µ) := argmin
P∈YQm,d

‖I − PA(µ)‖F , (3.78)

où ‖ · ‖F représente la norme de Frobenius. D’après [122], PQm,d(µ) =
∑Qm,d
l=1 λl(µ)A−1

µl
, avec λ(µ) étant

la solution de
M(µ)λ(µ) = S(µ), (3.79)

avec Mi,j(µ) = trace(ATµA−Tµi A
−1
µj Aµ) et Si(µ) = trace(A−1

µi Aµ). PQm,d(µ) est ainsi la meilleure approxi-
mation de A−1

µ exprimée comme une combinaison linéaire de matrices inverses, pour la distance choisie.
Cependant, la construction de M(µ) et S(µ) requiert la construction online de A−1

µi Aµ, 1 ≤ i ≤ Qm,d,
ce qui est coûteux en temps de calcul – le but de [122] est de proposer des approximations efficaces
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de (3.78). Ici, nous utilisons (3.56) pour écrire Mi,j(µ) =
∑
l,m=1 αl(µ)αm(µ)trace(ATl A−Tµi A

−1
µj Am) et

Si(µ) =
∑Qm,d
l=1 αl(µ)trace(A−1

µi Al), où les matrices
(

trace(ATl A−Tµi A
−1
µj Am)

)
i,j

, 1 ≤ l,m ≤ Qm,d et

membres de droite
(
trace(A−1

µi Al)
)
i
, 1 ≤ l ≤ Qm,d peuvent être précalculés – ce qui est tout de même bien

plus coûteux que l’algorithme que nous proposons.
Enfin, l’approximation de (3.77) peut être écrite uµh(µ) ≈

∑Qm,d
l=1 λl(µ)uµh(µl), avec λ(µ) étant la solution

de (3.79). Notons que cette méthode est intrusive, car elle nécessite d’accéder à la matrice Aµ, au lieu de
seulement nécessiter les solutions uµh(µ) pour les stratégies non-intrusives.

2. (Proper Orthogonal Decomposition (POD) [105]) D’abord, nous construisons M ∈ RQn,d×N tel que Mi,j =
uµh(µi)j . Ensuite, nous calculons la décomposition aux valeurs singulières (SVD) de M : M = WSV , avec
S ∈ RQm,d×N contenant les valeurs singulières de M sur sa diagonale et zéro ailleurs, et W ∈ RQm,d×Qm,d
et V ∈ RN×N étant des matrices unitaires. Les N̂ plus grandes valeurs singulières sont gardées, suivant
un critère de précision, et notons V̂ ∈ RN̂×N tel que V̂i,j = Vi,j , 1 ≤ i ≤ N̂ , 1 ≤ j ≤ N , et {v̂i}1≤i≤N̂ ,
tel que (v̂i)j = V̂i,j , 1 ≤ i ≤ N̂ , 1 ≤ j ≤ N . Enfin, l’approximation de uµh(µ) est calculées comme
uµh(µ) ≈

∑N̂
i=1 θi(µ)v̂i, où θ(µ) est la solution de Âµθ(µ) = b̂, with Âµ = α1(µ)V̂ A1V̂

T + α2(µ)V̂ A2V̂
T ,

et b̂ = V̂ b. Notons que cette méthode est intrusive, car elle nécessite d’accéder aux matrices Aµ.
3. (Meta-modélisation) La première étape est la même que la méthode précédente : la construction de la base
v̂i, 1 ≤ i ≤ N̂ avec la SVD. Pour avoir une comparaison honnête, nous n’utilisons pas les snapshots uµh(µi)
pour les µi sélectionnés par l’EIM sur g(~k, µ), mais nous utilisons un échantillonnage de type hypercube
latin de la même taille, calculé avec l’algorithme MaxProj (see [99]), ce qui est la pratique habituelle
pour les méthodes de méta-modélisation. L’échantillonnage obtenu de l’espace paramétrique est appelé
Design Of Experiment (DOE). Ensuite, nous calculons les coefficients des snapshots sur la base construite :
αi,j = (uµih, v̂j), 1 ≤ i ≤ Qm,d, 1 ≤ j ≤ N̂ . Enfin, des méta-modèles non-intrusifs sont construits sur
les coefficients αi,j , pour lesquels les prédictions θi(µ) à une nouvelle valeur paramétrique µ sont utilisés
dans l’approximation obtenue uµh(µ) ≈

∑N̂
i=1 θi(µ)v̂i. Les modèles statistiques considérés sont issus de la

communauté du machine learning : (i) Gaussian processes, (ii) gradient boosting regression, (iii) random
forests et (iv) Bayesian Ridge regression ; et calculés en utilisant le package python scikit-learn, voir [95].

Figure 3.17 – Erreur relative moyenne en norme euclidienne des solutions de (3.77) en utilisant diverse méthodes
d’approximation, pour 100 valeurs aléatoires du paramètre

La Figure 3.17 montre une comparaison pour les différentes approximations présentées ci-dessus. L’abscisse
correspond à la taille du DOE pour les méthodes statistiques et à Qm,d, le nombre de valeurs paramétriques
sélectionnées par EIM pour notre algorithme, la minimisation de la norme de Frobenius, et la POD. Nous
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remarquons que les méthode intrusives, qui requièrent l’accès à la matrice Aµ sont beaucoup plus performantes
que les méthodes non-intrusives. Parmi ces dernières, notre algorithme converge le plus rapidement, sur cet
exemple.

Considérons un cube Ω maillé avec des hexaèdres linéaires, avec tous les déplacements fixes sur une face
(notée ΓD) et une pression imposée sur la face opposée (notée ΓN ), les autres faces étant libres. Le domaine
contient 6 fibres Ω1, · · · ,Ω6, voir Figure 3.18. Nous définissons Ω0 := Ω\

(
∪6
i=1Ωi

)
et considérons le problème

suivant d’élasticité linéaire : trouver u ∈ H1
0 (Ω)3 tel que ∀v ∈ H1

0 (Ω)3∫
Ω

η1

2
(
∇uµ + t∇uµ

)
·
(
∇v + t∇v

)
+
∫

Ω
η2 (∇ · uµ) (∇ · v) =

∫
ΓN

(t · n)v, (3.80)

où, H1
0 (Ω)3 = {w ∈ L2(Ω)3 tel que ∇w ∈ L2(Ω)3×3 et w|ΓD = 0}, η1 et η2 sont respectivement les pre-

mier et second coefficients de Lamé, t = t0n (avec n la normale unitaire dirigée vers l’extérieur et t0 =
−100 N.m−2) est la pression imposée sur ΓN , et uµ est le déplacement inconnu. Notons η1,k et η2,k res-
pectivement le premier et second coefficients de Lamé dans Ωk, 0 ≤ k ≤ 6. Nous choisissons comme paramètres
µ = (η1,0, η2,0, η1,1, η2,1, · · · , η1,6, η2,6), et la décomposition affine (3.56) est obtenue comme Aµ =

∑14
l=1 αl(µ)Al

avec (A2k)i,j =
∫

Ωk
1
2 (∇φi + t∇φi)·(∇φj + t∇φj) and (A2k+1)i,j =

∫
Ωk (∇ · φi) (∇ · φj), 0 ≤ k ≤ 6, 1 ≤ i, j ≤ N

(où (φi)1≤i≤N est la la base d’un espace éléments finis approchant H1
0 (Ω)3, avec N = 27, 783), et α2k = η1,k,

α2k+1 = η2,k, 0 ≤ k ≤ 6. L’espace paramétrique est défini comme suit : le coefficient de Poisson de référence est
0.3 dans le cube complet et le module de Young pour la fibre est 2× 109, et 2× 106 dans le reste du domaine.
A partir de ces valeurs, nous calculons les coefficients de Lamé de référence (η1,k, η2,k) = (1.15× 109, 7.7× 108)
pour les fibres (pour 1 ≤ k ≤ 6), et (η1,0, η2,0) = (1.15× 106, 7.7× 105) pour le reste du domaine. Trois espaces
paramétriques sont considérés, comme le produit tensoriel des intervalles centrées en ces valeurs de référence,
et de largeur respectivement 1%, 5% et 10% de la valeur de référence correspondante.

Dans la Figure 3.18 sont représentées les erreurs relatives entre l’algorithme proposé et les Gaussian processes.
Nous tirons les mêmes conclusions que l’expérience numérique précédente.
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Figure 3.18 – Gauche : solution haute-fidélité de (3.80), où le maillage est déformé proportionnellement à la
solution ; droite : Erreur relative moyenne en norme euclidienne des solutions en utilisation notre algorithme
et les Gaussian processes : Gaussian 1%, Gaussian 5%, Gaussian 10%, algorithm proposé 1%,

algorithm proposé 5%, algorithm proposé 10%, le % indique la taille de l’espace paramétrique considéré.

Extension à l’approximation non-intrusive de solutions de problèmes non-linéaires paramétrés

Cette section correspond au Rapport Rap.1.
Nous adaptons l’algorithme présenté à l’approximation non-intrusive de solutions de problèmes non-linéaires

paramétrés. Nous illustrons directement la procédure sur un problème de thermique non-linéaire instationnaire.
Pour simplifier les notations, nous n’explicitons pas les dépendances en µ. En prenant les mêmes notations pour
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la géométrie que celles du problème (3.76) :

∂e(u)
∂t

−∇ · (λ(u)∇u) = qV

λ(u)∇u = qS on ∂ΩC
λ(u)∇u = 0 on ∂Ω\∂ΩC

u = u0 on Ω, at t = 0

(3.81)

où u est le champ de température inconnu, e est l’énergie interne massique, qV est une source de température
volumique, qS est une source de température massique, λ(u) est la conductivité thermique dépendant de la
température, u0 est la condition initiale. Considérons la formulation variationnelle suivante trouver u ∈ H1(Ω)
tel que pour tout v ∈ H1(Ω),∫

Ω

∂e(u)
∂t

v +
∫

Ω
λ(u)∇u · ∇v =

∫
∂ΩN

qS · nv +
∫

Ω
qVv. (3.82)

Après discrétisation en temps par un schéma d’Euler implicite, un algorithme de Newton peut être utilisé pour
résoudre le système d’équations non-linéaires obtenu :

DF
Du

(
uki∆t

) (
uk+1
i∆t − u

k
i∆t
)

= −F
(
uki∆t

)
, (3.83)

où

F(ui∆t)r =
∫

Ω

e(ui∆t)− e(u(i−1)∆t)
∆t ϕr +

∫
Ω
λ(ui∆t)∇ui∆t · ∇ϕr −

∫
∂ΩN

qS,i∆t · nϕr −
∫

Ω
qV,i∆tϕr, (3.84)

et
DF
Du

(
uki∆t

)
r,s

= 1
∆t

∫
Ω
cp(uki∆t)ϕrϕs +

∫
Ω
λ(uki∆t)∇ϕr · ∇ϕs +

∫
Ω

dλ

du
(uki∆t)ϕr

(
∇uki∆t · ∇ϕs

)
, (3.85)

avec cp := de
du , la capacité thermique massique et ϕs, une base éléments-finis engendrant un espace approchant

H1(Ω).
Notons que le dernier terme dans (3.85) est parfois ignoré dans certains solveurs, pour garder une matrice

tangente DFµ
Du

(
uki∆t

)
symétrique : nous le faisons ici, comme discuté dans la Section 3.2 et [72]. Nous supposons

que nous connaissons les dépendances en µ et v des opérateurs DFµ
Du (v) et −Fµ (v), ce qui correspond à connâıtre

les équations (3.81) de la physique considérée. Dans notre cas, cette hypothèse revient à considérer que nous
connaissons les fonctions cp, λ, qV et qS . Comme depuis le début de cette section, nous supposons aussi que
nous n’avons accès qu’aux solutions calculées par le code à notre disposition : nous pouvons seulement évaluer
la fonction H : P 3 µ 7→ H(µ) := (uµ,i∆t)1≤i≤N∆t

. Sous ces hypothèses, nous proposons de construire une
approximation non-intrusive de H sous la forme

H(µ) ≈

uµ,(i−1)∆t +
n∑
j=1

λj(µ, i)Φj


1≤i≤N∆t

(3.86)

où λj(µ, i), 1 ≤ i ≤ N∆t, µ ∈ P, est évalué efficacement (c’est-à-dire en complexité algorithmique indépendante
du nombre de degrés de liberté de la solution) et Φj sont des fonctions de l’espace construites au cours d’une
phase offline.

L’idée ici est de remplacer la résolution du système linéaire (3.83) par un approximation d’inverse de matrice
selon (3.65), où l’hypothèse de décomposition affine (3.56) est obtenue de façon approchée dans un contexte
non-linéaire. En approchant le membre de droite par une décomposition affine en paramètre également, nous
montrons comment la solution à chaque pas de temps peut être approchée de façon non-intrusive.

Dans un premier temps, la connaissance des équations et l’utilisation d’EIM nous permettent d’obtenir une
décomposition affine approchée de la matrice tangente et du second membre de (3.83) pour la première itération
de Newton à chaque pas de temps (notons que u0

µ,i∆t = uµ,(i−1)∆t). Nous construisons une approximation EIM
pour les fonctions de deux variables ((µ, t), x) 7→ cp(uµ,t(x)) et ((µ, t), x) 7→ λ(uµ,t(x)) (le paramètre et le temps
ont été regroupés dans la même variable) ; la phase d’apprentissage de EIM requiert un échantillonnage du
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domaine de définition de ces fonctions : nous prenons des valeurs de µ choisies par une Design Of Experiment
PDOE, les valeurs de t sont celles du schéma numérique (t = i∆t, 1 ≤ i ≤ N∆t), et les valeurs de x sont les
positions des nœuds du maillage de Ω. Notons qu’en pratique, nous n’avons pas besoin de manipuler le maillage
ni de connâıtre la positions des nœuds, nous travaillons seulement avec les composantes du vecteur solution
uµ,t. Les approximations EIM sont :

cp(uµ,t(x)) ≈
dcp∑
l=1

β
cp
l (µ, t)cp(u(µ,t)l(x)),

λ(uµ,t(x)) ≈
dλ∑
m=1

βλm(µ, t)λ(u(µ,t)m(x)).

(3.87)

Nous remplaçons les approximations (3.87) dans (3.85) pour obtenir :

DFµ
Du

(
uµ,(i−1)∆t

)
r,s
≈

dcp∑
l=1

β
cp
l (µ, (i− 1)∆t)

(
1

∆t

∫
Ω
cp(u(µ,(i−1)∆t)l)ϕrϕs

)

+
dλ∑
m=1

βλm(µ, (i− 1)∆t)
(∫

Ω
λ(u(µ,(i−1)∆t)m)∇ϕr · ∇ϕs

)
.

(3.88)

Notons que les matrices entre parenthèse sont indépendantes du paramètre et du temps : ((µ, (i − 1)∆t)l,
1 ≤ l ≤ dcp , et (µ, (i−1)∆t)m, 1 ≤ m ≤ dλ, sont des valeurs choisies du couple (µ, (i−1)∆t)). Avec d = dcp +dλ,
let αl(µ, (i−1)∆t) = β

cp
l (µ, (i−1)∆t) for 1 ≤ l ≤ dcp et αl(µ, (i−1)∆t) = βλl−dcp (µ, (i−1)∆t) pour dcp ≤ l ≤ d ;

et posons (Al)r,s = 1
∆t
∫

Ω cp(u(µ,(i−1)∆t)l)ϕrϕs pour 1 ≤ l ≤ dcp et (Al)r,s =
∫

Ω λ(u(µ,(i−1)∆t)l−dcp )∇ϕr · ∇ϕs
pour dcp ≤ l ≤ d. Alors, (3.88) peut être réécrit de façon équivalente comme :

DFµ
Du

(
uµ,(i−1)∆t

)
≈

d∑
l=1

αl(µ, (i− 1)∆t)Al. (3.89)

Ensuite, en considérant l’approximation EIM de g(~k, (µ, t)) =
∏d
l=1 α

kl
l (µ, t) ≈

∑D
l=1 βl(µ, t)g(~k, (µ, t)l) nous

obtenons, en utilisant (3.65) : (
DFµ
Du

(
uµ,(i−1)∆t

))−1
≈

D∑
l=1

βl(µ, (i− 1)∆t)Ql, (3.90)

où Ql =
(
DFµ
Du

(
u(µ,(i−1)∆t)l

))−1
.

Considérons maintenant le membre de droite dans (3.83) pour la première itération de Newton. Comme
u0
µ,i∆t = uµ,(i−1)∆t, en utilisant (3.84), nous obtenons :

−F(uµ,(i−1)∆t)r = −
∫

Ω
λ(uµ,(i−1)∆t)∇uµ,(i−1)∆t · ∇ϕr +

∫
∂ΩN

qS,µ,(i−1)∆t · nϕr +
∫

Ω
qV,µ,(i−1)∆tϕr. (3.91)

Avec des EIM additionnels sur ((µ, t), x) 7→ uµ,t(x), ((µ, t), x) 7→ qS,µ,t(x) et ((µ, t), x) 7→ qV,µ,t(x), nous
obtenons (en utilisant des notations sur le même modèle que (3.87)) :

−F(uµ,(i−1)∆t)r ≈

−
du∑
l=1

dλ∑
m=1

βul (µ, (i− 1)∆t)βλm(µ, (i− 1)∆t)
∫

Ω
λ(u(µ,(i−1)∆t)m)∇uµ,i∆tu(µ,(i−1)∆t)l · ∇ϕr

+
dqS∑
l=1

βqSl (µ, (i− 1)∆t)
∫
∂ΩN

qS,(µ,(i−1)∆t)l · nϕr +
dqV∑
m=1

βqVm (µ, (i− 1)∆t)
∫

Ω
qV,(µ,(i−1)∆t)mϕr.

(3.92)

Avec d′ = dudλ+dqS+dqV , posons γl(µ, (i−1)∆t) = βul:dλ(µ, (i−1)∆t)βλl%dλ(µ, (i−1)∆t) pour 1 ≤ l ≤ dudλ (où
l : dλ et l%dλ sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de l par dλ), et γl(µ, (i−1)∆t) =
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βqS
l−dudλ(µ, (i−1)∆t) pour dudλ ≤ l ≤ dudλ+dqS , et γl(µ, (i−1)∆t) = βqV

l−dudλ−dqS (µ, (i−1)∆t) pour dudλ+dqS ≤
l ≤ dudλ + d′ ; et posons (bl)r = −

∫
Ω λ(u(µ,(i−1)∆t)

l%dλ
)∇uµ,i∆tu(µ,(i−1)∆t)

l:dλ
· ∇ϕr) pour 1 ≤ l ≤ dudλ, et

(bl)r =
∫
∂ΩN qS,(µ,(i−1)∆t)

l−dudλ
·nϕr pour dudλ ≤ l ≤ dudλ + dqS , et (bl)r =

∫
Ω qV,(µ,(i−1)∆t)

l−dudλ−dqS
ϕr) pour

dudλ + dqS ≤ l ≤ dudλ + d′. Alors, (3.92) peut être écrit de façon équivalent comme

−F(uµ,(i−1)∆t) ≈
d′∑
l=1

γl(µ, (i− 1)∆t)bl. (3.93)

Ensuite, en utilisant (3.90) et (3.93) dans (3.83), nous obtenons :

(
u1
µ,i∆t − uµ,(i−1)∆t

)
=
(
DFµ
Du

(
uµ,(i−1)∆t

))−1 (
−F(uµ,(i−1)∆t)

)
≈

D∑
l=1

d′∑
m=1

βl(µ, (i− 1)∆t)γm(µ, (i− 1)∆t)Qlbm.
(3.94)

Définissons τl(µ, t) = βl:d′(µ, t)γl%d′(µ, t) et ql = Ql:d′bl%d′ , 1 ≤ l ≤ Dd′, de sorte que (3.94) est écrit de façon
équivalent comme

(∆u)µ,i∆t ≈
Dd′∑
l=1

τl(µ, (i− 1)∆t)ql, (3.95)

où (∆u)µ,i∆t := uµ,i∆t − uµ,(i−1)∆t est la variation de la solution entre les pas de temps i − 1 and i. No-
tons que les ql sont indépendants de µ et t. Calculons une dernière approximation EIM sur τl : τl(µ, t) ≈∑d′′

l′=1 δll′ (µ, t)τl((µ, t)l′) et utilisons-là dans (3.95) pour obtenir

(∆u)µ,i∆t ≈
d′′∑
l′=1

δll′ (µ, (i− 1)∆t)
Dd′∑
l=1

τl((µ, (i− 1)∆t)l′)ql

=
d′′∑
l′=1

δll′ (µ, (i− 1)∆t)(∆u)(µ,i∆t)l′ .

(3.96)

Nous remplaçons la solution de la première itération de Newton u1
µ,i∆t par la solution uµ,i∆t pour obtenir :

uµ,i∆t ≈ uµ,(i−1)∆t +
d′′∑
l′=1

δll′ (µ, (i− 1)∆t)(∆u)(µ,i∆t)l′ . (3.97)

Remarque 3.5.2.2. Nous identifions u1
µ,i∆t par uµ,i∆t car, avec nos hypothèses de non-intrusivité, nous n’avons

pas accès aux solutions intermédiaires de l’algorithme de Newton. Cependant, lorsque le modèle haute-fidélité
calcule plusieurs itérations de Newton, nous faisons mieux que simplement négliger les itérations suivant la
première, car dans le membre de droite de (3.97), nous réalisons une combinaison linéaire de variations totales
entre pas de temps, et non pas entre un pas de temps et la première itération de Newton. De plus, dans le modèle
haute-fidélité, la non-linéarité peut être résolue par d’autres techniques qu’un algorithme de Newton, et notre
expression (3.97) peut toujours être calculée car elle ne dépend d’aucune quantité intermédiaire du Newton.

Enfin, pour compresser encore les données et obtenir une expression de la même forme que (3.86), nous calcu-
lons une SVD tronquée de la matrice

(
(∆u)µr:N∆t ,(r%N∆t)∆t

)
s
∈ R(#(PDOE)N∆t)×N et nous gardons les vecteurs

singuliers droits Φj , 1 ≤ j ≤ n, pour obtenir l’approximation suivante : (∆u)(µ,i∆t)l′ ≈
∑n
j=1

(
(∆u)(µ,i∆t)l′ ,Φj

)
Φj .

En utilisant cette approximation dans (3.97) et en notant λj(µ, i) =
∑d′′

l′=1 δll′ (µ, (i− 1)∆t)
(
(∆u)(µ,i∆t)l′ ,Φj

)
,

nous obtenons
uµ,i∆t ≈ uµ,(i−1)∆t +

n∑
j=1

λj(µ, i)Φj , (3.98)

qui est de la forme cherchée (3.86).
Comme application numérique, nous considérons le maillage d’aube de turbine haute pression représenté

dans la Figure 3.16, sur lequel le problème (3.81) est résolu, avec qV = 0, ∂ΩN étant la surface des canaux
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de refroidissement, et qS étant constant, et λ(u) = 28− 10 arctan(11− 0.01u). Les dépendances paramétriques
µ1, µ2, µ3 concernent la capacité thermique massique, qui dépend aussi de la température : cp(µ) = 3440µ1 −
320µ2 arctan(0.01µ3(u − 500)). Les intervalles de variations considérées sont µi ∈ [0.8, 1.2], 1 ≤ i ≤ 3. La
Figure 3.19 montre l’erreur relative en norme euclidienne par rapport à la taille du Design Of Experiment, pour
notre algorithme et les méthodes statistiques présentées lors de l’application numérique précédente.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Size of the DOE

10-4

10-3

10-2

10-1 Mean relative Eulidian error norm
Proposed algorithm
Bayasian
Gaussian
GradientBoost
RandomForest

Figure 3.19 – Erreur relative de la prédiction en norme euclidienne par rapport à la taille du design of
experiment

3.5.3 Un environnement non-intrusif et parallèle en mémoire distribuée pour la
réduction de modèle non-linéaire en mécanique des structures : application
à l’extrapolation cyclique de matériaux élastoviscoplastiques

Cette section correspond à la Publication Pub.7 et aux Exposés Exp.3, Exp.4 et Exp.5.
Le problème considéré ici est l’estimation rapide de la durée de vie des aubes de turbine, dont la motivation

a été donnée dans l’introduction du manuscrit.
Dans l’industrie, les méthodes non-intrusives pour accélérer les simulations numériques sont couramment

utilisées. Outre leur avantage pratique, des raisons plus importantes justifient leur utilisation : toutes les
méthodologies de simulation sont certifiées en utilisant une certaine version d’un code, et modifier ce code
conduirait à une nouvelle procédure de certification ; par ailleurs, les codes commerciaux utilisés par les bureaux
d’études bénéficient de contrats d’assistance fournis par les éditeurs du code. Ainsi, développer des méthodes
non-intrusives est important pour la diffusion de la réduction de modèle dans l’industrie. La littérature sur les
méthodes non-intrusives en réduction de complexité algorithmique est vaste, mais dans leur grande majorité,
ces méthodes ne sont pas de type Galerkine, et ont tendance à “oublier” l’équation d’origine. Concernant les
méthodes d’apprentissage statistique et les régressions, nous pouvons citer les revues bibliographiques [13, 44,
78, 88, 109]. Dans les méthodes de réduction de modèle a posteriori, des efforts ont été fournis pour réduire
les contraintes d’intrusivités. Dans la Section 3.5.1, nous avons modifié la méthode des bases réduites en ne
requérant au code haute-fidélité que de multiplier l’opérateur linéaire construit par des second-membres fournis
par l’utilisateur. Dans [55], des problèmes paramétriques sont approchés en n’utilisant que la première itération
d’un solveur itératif haute-fidélité. Dans [16,68], une méthode de bases réduites est utilisée, et les coefficients de
la solution réduite sur cette base sont calculés en utilisant des méthodes d’interpolation ou de régression au lieu
d’utiliser une méthode de Galerkine dans la phase online. Dans [32], ces coefficients sont approchés en utilisant
une méthode à deux grilles et en utilisant un code élément-finis de façon non-intrusive.

Dans cette section, nous proposons une suite logicielle capable de construire des modèles réduits pour la
mécanique des structures non-linéaire, de façon non-intrusive, et qui peut traiter des simulations de grande
échelle. Nous identifions trois étapes, qui peuvent être exécutées séparément en temps, et possiblement sur des
ordinateurs différents : (i) la production des solutions haute-fidélité par un logiciel commercial, (ii) la phase
offline de la réduction de modèle et (iii) la phase online où le modèle réduit est exploité. La non-intrusivité
suppose que seul le champ solution de déplacement est connu, et toutes les étapes supplémentaires nécessaires
à la phase offline sont traitées par des routines python internes. L’applicabilité à un nouveau code commercial
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nécessite simplement de convertir le maillage et résultat de calcul vers notre format interne. L’ensemble de la
châıne de calcul peut-être utilisée en séquentiel ou en parallèle en mémoire distribuée, de la génération des
solutions haute-fidélité (reposant dans notre cas sur la décomposition de domaine par FETI - Finite Element
Tearing and Interconnect [52,58]),) à la visualisation de la solution réduite, en passant par les phases offline et
online. La non-intrusivité est illustrée sur des problèmes élastoviscoplastiques utilisant les versions commerciales
de Z-set et Ansys Mechanical. La motivation industrielle de ces développements est la simulation efficace du
chargement cyclique d’une aube de turbine haute pression, pour la prédiction de la durée de vie.

Problème de référence en mécanique des structures non-linéaire

∂ΩD2

Ω1

Ω2

Ω3

Ω4

∂ΩD1

∂ΩD3

∂ΩN 3

∂ΩN 4∂ΩN 2

Figure 3.20 – Modélisation de la structure d’intérêt Ω dans un contexte sous-structuré.

Considérons une structure, notée Ω, de frontière ∂Ω partitionnée comme ∂Ω = ∂ΩD ∪ ∂ΩN tel que ∂ΩD ∩
∂ΩN = ∅, voir la Figure 3.20. La structure est soumise à un chargement quasi-statique et dépendant du temps :
une condition de Dirichlet homogène sur ∂ΩD, une pression dépendant du temps sur ∂ΩN et une force volumique
f . La réponse de la structure est gouvernée par les équations suivantes :

ε(u) = 1
2
(
∇u+∇Tu

)
in Ω× [0,T] (compatibilité), (3.99a)

divσ + f = 0 in Ω× [0,T] (équilibre), (3.99b)
σ = σ(u, y) in Ω× [0,T] (loi de comportement), (3.99c)
u = 0 in ∂ΩD × [0,T] (encastrement), (3.99d)
σ · n = TN in ∂ΩN × [0,T] (pression), (3.99e)
u = 0, y = 0 in Ω (condition initiale), (3.99f)

où u est l’inconnue, ε est le tenseur des déformations, σ est le tenseur des contraintes de Cauchy, y est le vecteur
des variables d’état, et n est la normale extérieure sur ∂Ω. Soit H1

0 (Ω) = {w ∈ L2(Ω)| ∂w∂xi ∈ L
2(Ω), 1 ≤ i ≤

3 et w|∂ΩD = 0}. L’évolution des variables internes y est mise à jour en résolvant la loi de comportement.
Comme notre procédure est non-intrusive, elle a seulement besoin d’une évaluation de la solution de (3.99a)-

(3.99f) par un code commercial. Supposons qu’une quantification de la précision du résultat soit possible, et
fixée à εHFM

Newton.

Une procédure non-intrusive et parallèle en mémoire distribuée

La suite logicielle non-intrusive consiste en un ensemble de classes python, parallélisées en utilisant MPI
for Python (mpi4py, voir [43]). Lorsqu’elle est utilisée en parallèle, elle suppose que le résultat haute-fidélité,
les chargements et le maillage sont fournis par le code commercial indépendamment pour une collection de
sous-domaines Ωl, 1 ≤ l ≤ nd, constituant une partition de la structure Ω : Ωl ∩ Ωl′ = ∅ pour tout l 6= l′, et
nd⋃
l=1

Ωl = Ω, voir la Figure 3.20.
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Phase offline : une procédure en trois étapes

Les trois étapes de la procédure sont
1. (Génération des données) C’est la génération des snapshots us, 1 ≤ s ≤ Nc, par le modèle haute-fidélité

considéré, où snapshot réfère aux solutions haute-fidélité à notre disposition. Remarquons que le compor-
tement global de la structure n’est supposé connu que via ces données. L’histoire complète des quantités
duales est reconstruite sur un maillage de Ω en utilisant un solveur de loi de comportement et l’informa-
tion des champs de déplacement. Pour cela, notre code est interfacé au solveur de loi de comportement
Zmat [90].

2. (Compression des données) C’est le calcul de la base d’ordre réduit (ψi)1≤i≤n, où n � N (avec N le
nombre de degrés de liberté du modèle haute-fidélité associé), obtenue par post-traitement des snapshots,
en cherchant une structure de rang-faible. Nous utilisons la snapshot POD pour ses bonnes performances
en parallèle avec mémoire distribuée, (voir Algorithm 3 et [34,105]).

Algorithm 3 Compression des données par snapshot POD
1. Choisir une tolérance εPOD

2. Calculer la matrice des corrélations Ci,j =
∫

Ω
ui · uj , 1 ≤ i, j ≤ Nc

3. Calculer une décomposition aux valeurs propres tronquée à εPOD de C, avec ξi et λi, 1 ≤ i ≤ n, respective-
ment les vecteurs propres et valeurs propres de C

4. Calculer la base d’ordre réduit ψi(x) = 1√
λi

Nc∑
j=1

uj(x)ξij , 1 ≤ i ≤ n

Chaque sous-domaine peut construire sa matrice de corrélation locale, et la matrice de corrélation globale
peut être reconstruite par chaque processus au prix d’une communication MPI de type all-to-all, pour un
objet de taille 1

2Nc (Nc + 1). La construction des matrices des produits scalaires L2(Ωl), , 1 ≤ l ≤ nd, est
également faite en parallèle.

3. (Compression des opérateurs) C’est le traitement additionnel requis pour garantir l’efficacité de l’étape
online. Cette étape est présente pour toutes les applications en réduction de modèle, indépendamment de
la linéarité ou la non-linéarité du modèle haute-fidélité ou de la structure des dépendances paramétriques
– mais dans les cas les plus compliqués, une approximation est introduite. Nous renvoyons aux discussions
dans la Publication Pub.7.
Trois méthodes ont été introduites simultanément pour l’étape de compression des opérateurs pour
les problèmes non-linéaire : la Missing Point Estimation (MPE) [15], l’Empirical Interpolation Method
(EIM) [17] (présenté dans l’introduction), et l’hyperreduction [100]. D’autres méthodes ont été introduites
plus tard, comme la Best Point Interpolation Method (BPIM) [92], la Discrete Empirical Interpolation Me-
thod (DEIM) [35], la méthode Gauss–Newton with Approximated Tensors (GNAT) [30], l’Energy Conser-
ving Sampling and Weighting (ECSW) [50], l’Empirical Cubature Method (ECM) [66] et la procédure LP
empirical quadrature [120].
Nous choisissons de construire une quadrature réduite à poids positifs, comme proposé dans les trois
dernières de ces méthodes. Considérons le vecteur des forces internes calculé par quadrature exacte par la
méthode des éléments finis :

F̂ int
i (t) =

∑
e∈E

ne∑
k=1

ωkσ (û, y) (xk, t) : ε (ψi) (xk), (3.100)

où E est l’ensemble des éléments du maillage, ne est le nombre de points de quadrature de l’élément e,
ωk et xk les poids et points d’intégration de l’élément considéré et où le tenseur des contraintes σ (û, y)
pour la solution réduite considérée û et les variables d’état y est vu comme une fonction de l’espace et du
temps. Notons NG le nombre total de points d’intégration. Des approximations de (3.101) sont cherchées
sous la forme d’une quadrature réduite à poids positifs :

F̂ int
i (t) :=

∫
Ω
σ (ε(û), y) (x, t) : ε (ψi) (x) ≈

d∑
k′=1

ω̂k′σ (û, y) (xk′ , t) : ε (ψi) (xk′), (3.101)
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où ωk′ > 0 et xk′ sont les poids et points d’intégration, et où d est la longueur de la quadrature réduite.
Proposée originalement dans [12] en imagerie par ordinateur, la positivité des poids garantit la préservation
par l’opérateur réduit des structures spectrales de l’opérateur du modèle haute-fidélité.
Nous cherchons à construire une quadrature la mieux adaptée aux solutions du modèle haute-fidélité à
notre disposition : Notons d’abord fq := σ

(
u(q//n)+1, y

)
: ε
(
ψ(q%n)+1

)
, où // et % sont respectivement

le quotient et le reste de la division euclidienne, et Z est un sous-ensemble de [1;NG] de taille d. Ensuite,
notons JZ ∈ RnNc×d et b ∈ NnNc tel que pour tout 1 ≤ q ≤ nNc et tout 1 ≤ q′ ≤ NG,

JZ =
(
fq(xZq′ )

)
1≤q≤nNc, q′∈Z

, b =
(∫

Ω
fq

)
1≤q≤nNc

, (3.102)

où Zq′ denote le q′-ème élément de Z. Soit ω̂ ∈ R+d, (JZω̂)q =
d∑

q′=1
ω̂q′σ

(
ε(u(q//n)+1), y

)
(xZq′ ) :

ε
(
ψ(q%n)+1

)
(xZq′ ), 1 ≤ q ≤ nNc est une approximation candidate pour

∫
Ω
σ
(
ε(u(q//n)+1), y

)
: ε
(
ψ(q%n)+1

)
=

bq , 1 ≤ q ≤ nNc.
Le problème consistant à trouver la meilleure quadrature de longueur d adaptée au calcul du vecteur des
énergies internes est écrit (c.f. [66, Equation (23)])

(ω̂,Z) = arg min
ω̂′>0,Z′⊂[1;NG]

‖JZ′ ω̂′ − b‖ , (3.103)

où ‖·‖ est la norme euclidienne. La notion de bonne formule de quadrature réduite implique un compromis
entre la vitesse d’évaluation de l’approximation et sa précision. Comme indiqué dans [50, Section 5.3], qui
cite [8], prendre la longueur de la formule de quadrature réduite dans la fonction objectif de l’optimisa-
tion conduit à un problème NP-complet. Le calcul d’une solution approchée est un problème qui a été
étudiée par la communauté du traitement du signal, où différentes variantes d’algorithmes gloutons ont
été proposées. Dans [50], un Sparse NonNegative Least-Squares (NNLS), proposé dans [96], est utilisé
pour atteindre une solution en temps raisonnable dans notre contexte de réduction de modèle. Ici, nous
considérons une modification de l’Orthogonal Matching Pursuit [84] prenant en compte les contraintes de
non-négativité, voir [118, Algorithme 1] et Algorithme 4. Dans ce travail, nous considérons une heuristique

Algorithm 4 Nonnegative Orthogonal Matching Pursuit.
Entrée : J , b, tolérance εOp.comp., xk, 1 ≤ k ≤ NG
Initialisation : Z = ∅, k′ = 0, ω̂ = 0 et r0 = b

1. while ‖rk′‖2 > ε ‖b‖2 do
2. τ ← indice max

((
J[1:NG]

)T
rk′
)

3. Z ← Z ∪ τ
4. ω̂ ← arg

ω̂′>0
min ‖b− JZ ω̂′‖2

5. rk′+1 ← b− JZ ω̂
6. k′ ← k′ + 1
7. end while
8. d← k′

9. x̂k := xZk , 1 ≤ k ≤ d
Sortie : ω̂k, x̂k, 1 ≤ k ≤ d.

simple adaptée au contexte parallèle en mémoire distribuée, introduite dans [51, Section 3.3] et consistant
à chercher des quadratures réduites indépendamment dans chaque sous-domaine. Les intégrations sur le
domaine complet Ω sont alors simplement obtenues en sommant toutes les quadratures locales.

Nous renvoyons vers la Publication Pub.7 pour des remarques et commentaires sur les détails techniques.
Workflow parallèle en mémoire distribuée
Le workflow des données et opérations parallèles en mémoire distribuée est illustré dans la Figure 3.21.
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Figure 3.21 – Workflow parallèle en mémoire distribuée

Phase online : le problème réduit
Le système d’équations non-linéaires réduites est résolu par un algorithme de Newton :

DF
Du

(
ûk
) (

ûk+1 − ûk
)

= −F
(
ûk
)
, (3.104)

où ûk ∈ V̂ := Span (ψi)1≤i≤n est la k-ème itération du déplacement réduit pour le pas de temps considéré et

ûk =
(
ûki
)

1≤i≤n ∈ Rn est tel que ûk =
n∑
i=1

ûki ψi et où,

DF
Du

(
ûk
)
ij

=
∫

Ω
ε (ψj) : ∂σ

∂ε

(
ûk, y

)
: ε (ψi) (3.105)

et
F
(
ûk, y

)
i

=
∫

Ω
σ
(
ûk, y

)
: ε (ψi)−

∫
Ω
f · ψi −

∫
∂ΩN

TN · ψi. (3.106)

L’algorithme de Newton s’arrête lorsque la norme du résidu réduit divisée par la norme du vecteur réduit
des forces extérieures est plus petite qu’une certaine tolérance, notée εROM

Newton. L’étape online est dite efficace
si (3.104) peut être construit en complexité algorithmique indépendante de N , ce qui est le cas ici par le calcul
des intégrales sur Ω par les quadratures réduites construites dans l’étape de compression des opérateurs.

Notons que le modèle réduit permet de construire une approximation du déplacement sur le maillage haute-
fidélité, mais les quantités duales (tenseurs des contraintes et déformations et variables d’état de la loi de
comportement) ne sont calculées que aux points d’intégration sélectionnés dans l’étape de compression des
opérateurs. Pour reconstruire ces quantités duales sur le maillage complet, nous utilisons une procédure basée sur
la DEIM et la Gappy-POD, adaptée au contexte parallèle en mémoire distribuée et présentée dans l’Algorithme 5
(voir [48] pour la présentation originelle de la Gappy-POD).

Algorithm 5 Reconstruction des quantités duales (DEIM et Gappy-POD) : exemple de la plasticité cumulée p
Phase offline : considérons le sous-domaine Ωl, 1 ≤ l ≤ nd

1. Choisir une tolérance εGappy−POD
2. Appliquer la snapshot POD (Algorithme 3) sur les snapshots haute-fidélité pls, 1 ≤ s ≤ Nc pour obtenir les

vecteurs ψp
l

i , 1 ≤ i ≤ nl, orthonormés par rapport au produit scalaire
[
L2(Ω)

]3
3. Appliquer EIM sur la collection de vecteurs ψp

l

i , 1 ≤ i ≤ nl pour sélectionner nl indices distincts {jlk}1≤k≤nl
(1 ≤ jlk ≤ NG), et compléter (sans répétition) cet ensemble d’indices pour les indices de la quadrature locale
pour obtenir les ensembles {jlk}1≤k≤ml (1 ≤ jlk ≤ NG), où ml ≤ nl + dl

4. Construire les matrices M l ∈ Nnl×nl telles que M l
i,j =

∑ml

k=1 ψ
pl

i (xjl
k
)ψp

l

j (xjl
k
) (produits scalaires “gappy”

des modes POD)
Phase online : considérons un instant t et un sous-domaine l, 1 ≤ l ≤ nd

1. Construire β ∈ Rnl , avec βi =
∑ml

k=1 ψ
p
i (x̂jl

k
)p̂k, où p̂ ∈ Rml est tel que p̂k est la prédiction online de p au

temps t et au point d’intégration x̂jl
k

(obtenus à partir d’évaluations de la loi de comportement)
2. Résoudre le système linéaire (de petite taille) : Mw = β

3. Calculer la reconstruction de pl sur le sous-domaine complet Ωl avec
∑nl

i=1 wiψ
pl

i
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Proposition 3.5.3.1 (La reconstruction est bien définie). Le système linéaire considéré dans la phase online
de l’Algorithme 5 est inversible.

Extrapolation cyclique pour une aube de turbine haute pression avec Z-set

Nous renvoyons vers la Publication Pub.7 pour l’ensemble des illustrations numériques. Pour cette applica-
tion, nous utilisons la suite logicielle présentée pour calculer un grand nombre de cycles de chargement d’une
aube de turbine haute pression. Nous utilisons la procédure suivante : le premier cycle est calculé avec le modèle
haute-fidélité, puis un modèle réduit est construit et exécuté sur les cycles suivants. Notons que ce n’est pas le
contexte habituel d’utilisation d’un modèle réduit, dans la mesure où il est exploité pour un seul calcul. Ainsi,
nous nous employons à optimiser toutes les étapes de la phase offline et incluant le temps d’exécution de cette
phase dans nos mesures de speed-up (qui est donc défini comme le ratio entre les temps d’exécution du modèle
haute-fidélité et de notre procédure complète).

Nous considérons un modèle d’aube de turbine haute pression avec quatre canaux de refroidissement. La
partie basse de l’aube, appelée le pied, est modélisée par un matériau élastique (même si de la plasticité a
effectivement lieu dans cette partie, elle n’est pas dimensionnante pour la durée de vie, donc nous choisissons de
ne pas la modéliser) ; tandis que la partie haute de l’aube est modélisée avec un matériau élastoviscoplastique.

La loi de comportement de ce dernier matériau est une loi de Norton avec écrouissage cinématique non-
linéaire : la partie élastique est donnée par σ = A :

(
ε− εth − εP

)
, où εth = α (T − T0) I est le tenseur des

déformations thermiques, avec I le tenseur identité du second ordre et α le coefficient d’expension thermique
en K−1 dépendant de la température, et où A est le tenseur des rigidités et εP est le tenseur des déformations
plastiques. La partie viscoplastique nécessite de résoudre le système d’équations différentielles ordinaires :



ε̇P = ṗ

√
3
2

s− 2
3Cα√(

s− 2
3Cα

)
:
(
s− 2

3Cα
) ,

α̇ = ε̇P − ṗDα,

ṗ =
〈
fr
K

〉m
,

(3.107)

où le critère de plasticité est fr ≤ 0 (avec la surface fr =
√

3
2

√(
s− 2

3Cα
)

:
(
s− 2

3Cα
)
−R0), p est la plasticité

cumulée, α (sans dimension) est la variable interne associée au tenseur back-stress X = 2
3Cα représentant le

centre du domaine élastique dans l’espace des contraintes, s := σ− 1
3Tr(σ)I (avec Tr l’opérateur de trace) est la

partie déviatorique du tenseur des contraintes, et 〈·〉 denote l’opérateur partie positive. La coefficients suivants
dépendent de la température : limite d’élasticité initiale R0 (en MPa), coefficient matériau de Norton K (en
MPa.s 1

m ), coefficient matériau exposant de Norton m (sans dimension) et coefficients d’écrouissage C (en MPa)
et D (sans dimension). Les variables d’état considérées ici sont εP et p, et l’équation différentielle ordinaire est
complétée avec les conditions initiales εP = 0 et p = 0 à t = 0.

Le modèle haute-fidélité est calculé en parallèle sur 48 cœurs avec Z-set et le solveur AMPFETI (Adaptive
MultiPreconditioned FETI [27]), voir Figure 3.22. Le chargement est représenté sur la Figure 3.23 : l’axe
de rotation est dirigé le long de l’axe x (et localisé loin sous l’aube) et la vitesse de rotation a un profil
croissant linéairement, puis décroissant linéairement au milieu du cycle ; le champ de température commence
par une uniforme 20°C à t = 0s, est interpolé linéairement nœud par nœud jusqu’au champ représenté sur la
Figure 3.23 b) à t = 20s et décrôıt linéairement jusqu’à une uniforme 20°C à t = 40s. Les caractéristiques du
cas-test sont données dans la Table 3.3.
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Nombre de degrés de liberté 4,892’463

Nombre de tétraèdres (quadratiques) 1’136’732

Nombre de points de quadrature 5’683’660

Nombre de pas de temps 40 par cycle

Table 3.3 – Caractéristique du cas-test d’aube de turbine haute pression

evp law

elas law

sd 28

sd 47

Figure 3.22 – a) structure découpée en 48 sous-domaines - la partie supérieure de l’aube est modélisée par
une loi élastoviscoplastique et le pied de l’aube par une loi élastique, b) maillage pour l’aube de turbine haute
pression avec un zoom autour des canaux de refroidissement.
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Figure 3.23 – a) Vitesse de rotation en fonction du temps, b) champ de température au chargement maximum
(t = 20s).

Des détails sur la procédure de calcul sont donnés dans la Table 3.4. En particulier, toutes les étapes
sont exécutées en parallèle en mémoire distribuée, en utilisant le protocole MPI pour la communication entre
les processus (48 cœurs sur 2 nœuds). Nous remarquons que dans notre châıne de calcul, la visualisation
est aussi faite en parallèle en mémoire distribuée avec paraview [5]. Les choix pour le critère d’arrêt sont
empiriques : εHFM

Newton et εROM
Newton sont choisis à 10−6, εPOD = 10−7 et εGappy−POD = 10−7 fournissent la meilleure
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Étape algorithme tps. de retour (CPUs)

Génération données solveur AMPFETI (Z-set), εHFM
Newton = 10−6 2h18min (48)

Compression données Snapshot POD distribuée, εPOD = 10−7 9min (48)

Compression opérateurs NonNegative Orthogonal Matching Pursuit distribué, εOp.comp. = 10−5 44min (48)

Calcul online ROM pour 100 cycles, εROM
Newton = 10−6 3h13min (48)

Reconstruction de σ, ε et p Gappy-POD distribuée, εGappy−POD = 10−7 7min (48)

Table 3.4 – Description de la procédure complète (p est la plasticité cumulée)

compression possible (en-dessous de ces valeurs, la représentation des données sur la base n’est pas plus précise),
εOp.comp. = 10−5 : en dessous de cette valeur, la convergence du Distributed NonNegative Orthogonal Matching
Pursuit est très lente, et parfois jamais atteinte dans certains de nos tests numériques. La procédure complète
prend 6h31min pour calculer un approximation de la solution sur 100 cycles, tandis que le modèle haute-fidélité
prendrait 9 jours et 14h, ce qui correspond à un speedup d’environ 35. Si ce speedup peut apparâıtre faible,
nous soulignons que toute la phase offline a été prise en compte, et que nous utilisons un temps de référence
utilisant un solveur AMPFETI à l’état de l’art (un speedup supérieur aurait été obtenu en comparant avec une
référence calculée par Abaqus, par exemple). Avec cet exemple, nous illustrons comment un calcul qui prend
plusieurs jours avec des solveurs haute-fidélité à l’état de l’art peut être approché en une nuit, ce qui est de
grande intérêt pratique dans des phases de design de pièces mécaniques dans l’industrie.

Les points d’intégration sélectionnés à l’étape de compression des opérateurs sont représentés dans la Fi-
gure 3.24.

Figure 3.24 – Points d’intégration sélectionnés à l’étape de compression des opérateurs.

Pour évaluer la précision du ROM et sa capacité à extrapoler le chargement cyclique, le modèle haute-fidélité
a été exécuté sur 10 cycles, pour une durée de 23h20min. En comparant le ROM et le HFM au 10eme cycle, nous
vérifions les capacités d’extrapolation entre les cycles 1 à 10. Pour des raisons de ressources, le HFM n’a pas été
calculé jusqu’au 100eme cycle. Nous sélectionnons trois sous-domaines critiques sur la structure, et trouvons le
point (noeud pour U et point d’intégration pour p) où le champ considéré a la plus grande amplitude. L’erreur
relative est définie comme la différence entre le ROM et le HFM, divisé par la prédiction du HFM à ce point.
Ci-dessous nous considérons les moyennes de ces erreurs relatives sur les trois sous-domaines identifiés, à chaque
pas de temps. Pour εPOD = 10−3, 10−5 et 10−7, la snapshot POD sélectionne respectivement 3, 16 et 31 modes
POD. Dans la Figure 3.25 sont représentées les erreur relatives pour l’amplitude du champ de déplacement U
et la plasticité cumulée p en fonction du temps, pour différentes valeurs de εPOD et εOp.comp.. Nous observons
que, comme anticipé, l’erreur relative est plus faible pour des petites tolérences de εPOD et εOp.comp.. Pour
εPOD = 10−3, des petites valeurs de εOp.comp. n’améliorent pas la précision de la prédiction, car les erreurs
importantes sont causées par la troncature POD. D’autres quantifications et représentations de l’erreur du
ROM sont disponibles dans la Publication Pub.7.
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0 100 200 300 400
10−5

10−4

10−3

10−2

cycle 1 cycle 2

time (s)

re
la

tiv
e

er
ro

r
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Figure 3.25 – Erreur relative pour l’amplitude du champ de déplacement U et le champ de plasticité cumulée
p en fonction du temps, pour différentes valeurs de εPOD et εOp.comp..

3.5.4 Un modèle réduit non-intrusif adaptatif basé sur un indicateur d’erreur,
pour la mécanique des structures non-linéaire avec variabilités non-paramétrées

Cette section correspond à la Publication Pub.9 et aux Exposés Exp.1 et Exp.2.
L’application d’intérêt industriel est la même que la Section 3.5.3, et a été motivée dans l’introduction. Dans

ce travail, nous cherchons d’une part une indication de l’erreur réalisée par le ROM, et d’autre part à enrichir
le modèle réduit par un snapshot calculé par le HFM à chaque fois que cet indicateur d’erreur devient trop
important, dans un contexte de variation non-paramétrées. Dans notre contexte de prédiction de la durée de vie
des aubes de turbines haute pression, cela consiste à enrichir le ROM au cours de l’extrapolation temporelle de
sorte à mâıtriser les erreurs. Une autre application consiste en la quantification des incertitudes sur le champ de
température que subit l’aube (en pratique, la température en sortie de chambre de combustion est mal connue).

L’estimation d’erreur pour la prédiction des modèles réduits est une discipline qui a été abondamment
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traitée dans la littérature. Nous renvoyons vers la Section 3.4 pour des discussions et des références sur les
estimations d’erreur pour la méthode des bases réduites. Même s’ils ne sont pas nécessaires à leur exécution, les
estimateurs d’erreur sont désirables dans toutes les autres méthodes de réduction de modèle. Dans la Proper
Generalized Decomposition [39], des estimations d’erreur reposant sur la méthode de constitutive relation error
sont disponibles [33,74,75]. Dans la Proper Orthogonal Decomposition (POD) [34,105], des estimateurs d’erreur
ont été développés pour des problèmes de contrôle optimal pour des problèmes linéaires-quadratiques [108],
pour l’approximation de problèmes éléments finis mixtes [79], le contrôle optimal d’équations aux dérivées
partielles non-linéaires [71], et pour la réductions de problèmes magnétostatiques [65] et les équations de Navier-
Stokes [113]. Pour la réduction de problèmes non-linéaires, la POD a été couplée à des stratégies d’intégration
réduite appelées hyperréduction, comme décrit dans la Section 3.5.3, pour lesquels des estimations en relation
de constitution ont été proposés [101, 102]. Des études de sensibilités a priori pour l’approximation par POD
d’équations paraboliques quasi-non-linéaires sont disponibles [6].

Dans notre contexte de matériau élastoviscoplastique avec modèle de plasticité cristalline, il n’existe pas à
notre connaissance d’estimation d’erreur a posteriori : nous cherchons alors un indicateur d’erreur heuristique
sur une quantité d’intérêt duale (par exemple plasticité cumulée ou endommagement), calibré sur nos données.
La contribution de ce travail consiste en la construction d’un nouvel indicateur d’erreur, adapté à la réduction
de modèle non-linéaire en mécanique des structures, où nous sommes intéressés dans la prédiction de quantités
duales, comme la plasticité cumulée ou le tenseur des contraintes. Ces quantités duales nécessitent une étape
de reconstruction pour être représentées sur la structure d’intérêt complète, ce qui peut être fait par un algo-
rithme de Gappy-POD reposant sur la solution réduite. Nous illustrons que le résidu ROM-Gappy-POD des
quantités d’intérêt est fortement corrélé à l’erreur de prédiction du ROM dans nos applications. A partir de
cette observation, nous proposons une étape de calibration, reposant sur les données calculées lors de la phase
offline de la réduction de modèle, pour construire un indicateur d’erreur adapté au problème considété. L’indi-
cateur d’erreur est ensuite utilisé dans une stratégie d’enrichissement qui améliore la précision de la prédiction
reduite. Dans ce travail, nous considérons des variations non-paramétrées entre les configurations d’intérêt, que
nous appelons variabilité et notons µ. La variabilité contient les pas de temps et n’importe quelle description
non-paramétrée de la configuration, qui dans notre cas est le chargement de l’aube, indiqué par un label. Par
exemple, µ = {t = 3, “computation 1′′}, signifie que nous considérons le 3ème pas de temps de la configura-
tion “computation 1”, pour laquelle nous disposons d’une description du chargement (centre, vitesse et axe de
rotation, champs de temperature et de pression dans nos applications).

Une indicateur d’erreur heuristique

Nous introduisons quelques notations : les vecteurs sont notés en gras (pµ est le vecteurs de composantes
la valeur de plasticités cumulées haute-fidélité aux points d’intégration réduits), les quantités calculées par le
modèle réduit sont notées avec un chapeau (ûµ est la prédiction réduite du déplacement et p̂µ est le vecteur
de composantes la valeur de la plasticité cumulée réduite aux points d’intégration réduits), alors que les quan-
tités duales reconstruites par Gappy-POD (par exemple p̃) sont notées avec des tildes. Les symboles gras et
avec un tilde, par exemple p̃µ, indiquent le vecteur de composantes la quantités duale reconstruite aux points
d’intégration réduits : p̃µ,k = p̃µ(x̂k), 1 ≤ k ≤ mp. Nous remarquons que dans le cas général, p̃µ 6= p̂µ : cet écart
est à la base de notre indicateur d’erreur.

L’erreur relative de prédiction est définie par

Epµ :=


‖pµ−p̃µ‖L2(Ω)
‖pµ‖L2(Ω)

si‖pµ‖L2(Ω) 6= 0
‖pµ−p̃µ‖L2(Ω)
max

µ∈Poff.
‖pµ‖L2(Ω)

sinon,
(3.108)

où nous rappelons que pµ et p̃µ sont respectivement la prédiction haute-fidélité et réduite du champ de plasticité
cumulé à la variabilité µ, et Poff. est l’ensemble des variabilités rencontrées durant la phase offline.

Nous définissons le résidu ROM-Gappy-POD comme

Epµ :=


‖p̃µ−p̂µ‖2
‖p̂µ‖2

si‖p̂µ‖2 6= 0
‖p̃µ−p̂µ‖2
max

µ∈Poff.
‖p̂µ‖2

sinon,
(3.109)

où ‖ · ‖2 dénote la norme euclidienne. Remarquons que l’erreur relative Epµ fait intervenir des champs et des
normes L2(Ω) définies sur la structure complète, alors que le résidu ROM-Gappy-POD Epµ fait intervenir des

Fabien Casenave 69 Safran Tech



vecteurs de quantités duales définies sur les points d’intégration réduits et des normes euclidiennes. Nous pouvons
montrer que dans (3.109), ‖p̃µ− p̂µ‖2 est la norme du résidu du problème de minimisation aux moindres carrés
intervenant dans la phase online de la reconstruction Gappy-POD de l’Algorithme 5.

Supposons que K := {pµ, pour toute variabilité possible µ} est un sous-ensemble compact de L2(Ω) et
définissons la n-épaisseur de Kolmogorov par dn(K)L2(Ω) := inf

dim(W )=n
d(K,W )L2(Ω), où d(K,W )L2(Ω) :=

sup
v∈K

inf
w∈W

‖v−w‖L2(Ω), avecW un sous-espace de dimension finie de L2(Ω). Notons aussi Πµ :=
(

(pµ, ψpi )L2(Ω)

)
1≤i≤np

∈

Rnp , où nous rappelons que {ψpi }1≤i≤np sont les modes Gappy-POD obtenus par l’Algorithm 5 et où (·, ·)L2(Ω)
dénote le produit scalaire L2(Ω).

Nous contrôlons d’abord le numérateur dans l’erreur relative Epµ par rapport au numérateur dans le résidu
ROM-Gappy-POD Epµ dans la Proposition 3.5.4.1.

Proposition 3.5.4.1. Il existe deux constantes positives C1 et C2 indépendantes de µ (mais dépendant de np)
telles que

‖pµ − p̃µ‖2L2(Ω) ≤ C1‖p̃µ − p̂µ‖22 + C1‖pµ − p̂µ‖22 + C2d(K,Span{ψpi }1≤i≤np)2
L2(Ω). (3.110)

Nous contrôlons maintenant le numérateur dans le résidu ROM-Gappy-POD Epµ par rapport au numérateur
dans l’erreur relative Epµ dans la Proposition 3.5.4.2.

Proposition 3.5.4.2. Il existe deux constantes positives K1 et K2 indépendantes de µ telles que

‖p̃µ − p̂µ‖22 ≤ K1 ‖pµ − p̃µ‖2L2(Ω) +K2‖pµ − p̂µ‖22. (3.111)

Le corollaire suivant fournit une notion de consistance :

Corollaire 3.5.4.1. Supposons que la solution réduite soit exacte jusqu’au pas de temps considéré pour la
variabilité online µ : pµ = p̃µ dans L2(Ω). En particulier, le solver de loi de comportement a été évalué avec le
tenseur des déformations et les variables d’état exacts aux points d’intégration xk, conduisant à p̂µ(x̂k) = pµ(x̂k),
1 ≤ k ≤ md. En utilisant la Proposition 3.5.4.2, ‖p̃µ − p̂µ‖2 = 0, et Epµ = 0.

Un indicateur d’erreur calibré

Comme nous allons l’illustrer avec les applications numériques, les évaluations du résidu ROM-Gappy-POD
Epµ (3.109) et de l’erreur Epµ (3.108) sont très corrélées dans nos configurations. Notre idée est d’exploiter cette
corrélation en entrâınant un regresseur par processus gaussiens pour la fonction Epµ 7→ Epµ. À la fin de l’étape
offline, nous proposons de calculer la prédiction réduite aux valeurs de variabilité {µi}1≤i≤Nc rencontrées lors
de l’étape de génération des données, et les couples correspondant

(
Epµi , E

p
µi

)
, 1 ≤ i ≤ Nc. Le regresseur est

entrâıné sur ces valeurs et nous définissons la fonction

Epµ 7→ Gprp(Epµ) (3.112)

d’approximation de l’erreur Epµ à la variabilité µ comme la moyenne plus 3 fois l’écart type de la distribution de
prédiction au point Epµ : c’est l’indicateur d’erreur proposé. Nous utilisons la classe python ”GaussianProcessRe-
gressor” de scikit-learn [95]. Nous appelons ces opérations “calibration de l’indicateur d’erreur”, voir Figure 3.26
pour une présentation du workflow contenant cette étape de calibration.
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Figure 3.26 – Workflow de la phase offline avec calibration de l’indicateur d’erreur.

Pour les quantités primales et duales, les modes sont calculés en cherchant un structure de rang faible
dans les données haute-fidélité. Les coefficients de la combinaison linéaire pour la reconstruction des quantités
primales sont donnés par l’algorithme de Newton réduit (3.104). À convergence, le résidu est petit, même dans
les cas où la prédiction réduite n’est pas précise : ce résidu ne donne aucune information sur la distance entre la
solution réduite et la solution haute-fidélité. Cependant, dans la phase online de la reconstruction Gappy-POD
dans Algorithm 5, les coefficients p̂µ,k contiennent une information haute-fidélité par le biais du solveur de loi
de comportement. De plus, un moindre carré sur-déterminé est résolu, ce qui peut fournir un résidu non-nul
qui contient implicitement cette information haute-fidélité, c’est la distance entre la prédiction du solveur de
loi de comportement et l’espace vectoriel généré par les modes Gappy-POD (restreint aux points d’intégration
réduits) : il s’agit du terme ‖p̃µ − p̂µ‖2 dans (3.110).

Dans la phase online, nous avons seulement besoin d’évaluer Epµ et n’avons pas besoin d’estimer les autres
termes ou les constantes qui apparaissent dans les Propositions 3.5.4.1 and 3.5.4.2.

Équipés d’un indicateur d’erreur efficace, nous pouvons maintenant évaluer la qualité de la prédiction réduite
dans la phase online. Si l’indicateur d’erreur est trop grand, une étape d’enrichissement se produit : le modèle
haute-fidélité est utilisé pour calculer un nouveau snapshot haute-fidélité, qui est ensuite utilisé pour mettre
à jour les bases POD et Gappy-POD, ainsi que le schéma d’intégration réduit. Notons que pour que l’étape
d’enrichissement soit calculée, le champ de déplacement et toutes les variables d’état doivent être reconstruites
sur le maillage complet Ω pour fournir l’état matériau complet au solveur haute-fidélité. Le workflow pour
l’étape online avec enrichissement est présenté dans la Figure 3.27.
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Figure 3.27 – Workflow pour l’étape online avec enrichissement.

Remarque 3.5.4.1 (efficacité online). Le calcul du résidu ROM-Gappy-POD (3.109) est efficace, car p̃µ et
p̂µ sont déja calculés pour la reconstruction, et mp dependant seulement de l’approximation de σ : ε et p, ce
calcul est en complexité algorithmique indépendante de N . L’évaluation de Gprp(Epµ) est aussi en complexité
indépendante de N .

Application numérique

Une campagne numérique détaillée est présentée dans la Publication Pub.9, où les corrélations entre Epµ
et Epµ sont illustrées, ainsi que l’amélioration de la prédiction réduite grâce aux enrichissements déclenchés
par l’indicateur d’erreur, pour plusieurs configurations académiques et l’aube de turbine présentée dans la
Section 3.5.3. Dans ce manuscript, nous repoduisons uniquement une expérience sur l’aube de turbine.

La géométrie du cas test est représentée dans la Figure 3.22. Le chargement de l’aube différe de celui de la
Section 3.5.3 et est représenté dans la Figure 3.28 : 10 champs de température sont considérés : le plus froid est
appliqué aux vitesses de rotation les plus faibles, tandis que le plus chaud est appliqué aux vitesses de rotation
les plus élevées. La variabilité online diffère de la variabilité offline aux trois pas de temps localisés autour des
trois derniers maximums du profil de vitesse de rotation, où seulement le champ de température change comme
indiqué dans les deux images dans la partie droite de la Figure 3.28 : le maximum de la température est déplacé
du centre vers l’avant de l’aube. Comme nous allons voir, cette modification va entrâıner de grandes erreur dans
la prédiction du ROM, si aucun enrichissement n’est utilisé.
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Figure 3.28 – Cas test d’aube de turbine haute pression : gauche) vitesse de rotation en fonction du temps ;
droite) représentation des champs de température maximums utilisés pour les calculs offline et online compu-
tations ; l’axe de rotation est localisé sous l’aube, le long de l’axe x.

Les corrélations entre le résidu ROM-Gappy-POD E (3.109) et l’erreur E (3.108) sur les quantités duales
plasticité cumulée p et tenseur des contraintes σ sont illustrées dans la Table 3.5. Pour la plasticité cumulée,
les valeurs avant les premiers effets plastiques sont négligées. Une corrélation forte apparâıt dans tous les cas
considérés, bien que quelques outliers soient observés dans les derniers pas de temps, où l’augmentation des
contraintes résiduelles pour des chargements faibles sont plus difficiles à prédire avec le modèle réduit.
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Table 3.5 – Illustration de la corrélation entre le résidu ROM-Gappy-POD E (3.109) et l’erreur E (3.108) sur
les quantités duales plasticité cumulée p et une composante du tenseur des contraintes σ.

Dans la Table 3.6, nous comparons l’indicateur d’erreur (3.112) avec l’erreur (3.108) pour les variabilités
offline et online considérées. Les valeurs de l’indicateur d’erreur sont plus grandes que l’erreur, sauf dans des cas
d’erreur très importantes (pour lesquelles le ROM est inutile), et quelques fois dans les derniers pas de temps, où
les contraintes résiduelles sont importantes. Sans enrichissement, le ROM fait des erreurs très importantes. Nous
observons que le sous-domaine dans lequel le critère d’enrichissement est utilisé permet de contrôler l’erreur dans
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le sous-domaine correspondant, alors que l’erreur est plus importante dans les autres sous-domaines. Cela illustre
que des quantités d’intérêt locales (en espace) peuvent être utilisées pour éviter que des étapes d’enrichissement
se produisent trop souvent.

XXXXXXXXXXenrichment
plot subdomain 28 subdomain 47

no enrichment

0 20 40
0
1
2
3

time (s)

Gprp(Ep), Ep

0 20 40
0

20
40
60

time (s)

Gprσ22(Eσ22), Eσ22

0 20 40
0

0.1

0.2

time (s)

Gprp(Ep), Ep

0 20 40
0
5

10
15

time (s)

Gprσ11(Eσ11), Eσ11

monitoring
subdomain 28

0 20 40
0

0.02
0.04
0.06

time (s)

Gprp(Ep), Ep

0 20 40
0

0.05
0.1

0.15

time (s)

Gprσ22(Eσ22), Eσ22

0 20 40
0

0.02

0.04

time (s)

Gprp(Ep), Ep

0 20 40
0

0.1

0.2

time (s)

Gprσ11(Eσ11), Eσ11

monitoring
subdomain 47

0 20 40
0

0.02
0.04
0.06

time (s)

Gprp(Ep), Ep

0 20 40
0

0.1
0.2
0.3

time (s)

Gprσ22(Eσ22), Eσ22

0 20 40
0

0.02

0.04

time (s)

Gprp(Ep), Ep

0 20 40
0

0.01

0.02

time (s)

Gprσ11(Eσ11), Eσ11

Table 3.6 – Comparaison de l’indicateur d’erreur (3.112) avec l’erreur (3.108) pour les variabilités offline
et online considérées. La catégorie “plot” pour les colonnes réfère au sous-domaine où l’indicateur d’erreur
et l’erreur sont tracés, tandis que la catégorie “enrichment” pour les lignes réfère au sous-domaine duquel
l’indicateur est utilisé pour décider des étapes d’enrichissement.

Dans la Figure 3.29 sont illustrées plusieurs prédictions pour les quantités duales : l’indice “off.” réfère
à la prédiction haute-fidélité pour la variabilité offline, “ref.” à la référence haute-fidélité pour la variabilité
online, “nores.” au ROM sans enrichissement, “sd28” au ROM avec enrichissement en monitorant l’indicateur
d’erreur sur le sous-domaine 28, et “sd47” au ROM avec enrichissement en monitorant l’indicateur d’erreur
sur le sous-domaine 47. Nous observons que sans enrichissement, le ROM souffre d’erreurs importantes. Avec
enrichissement, le sous-domaine monitoré a une prédiction réduite précise.
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poff. pref.

p̃nores. p̃sd28 p̃sd47

σ22,off. σ22,ref.

σ̃22,nores. σ̃22,sd28 σ̃22,sd47

0 20 40
0

0.005

0.01

time (s)

poff., pref., p̃nores., p̃sd28, p̃sd47

0 20 40

−400

−200

0

time (s)

σ22,off., σ22,ref., σ22,nores., σ22,sd28, σ22,sd47

Figure 3.29 – Haut : diverses prédiction hautes-fidélités et réduites pour des quantités duales à t = 43.5s pour
le sous-domaine 28 : gauche p, droite σ22 ; bas : comparaison au point identifié par une flèche verte sur l’image
en haut à gauche. Les composantes du tenseur des contraintes sont en MPa.

Les cas tests présentés permettent les observations suivantes :

[O1] dans la réduction a posteriori des calculs élastoviscoplastiques, les variabilités online du chargement de
température non rencontrées au cours de la phase offline peut conduire à des erreurs importantes,

[O2] le résidu ROM-Gappy-POD (3.109) est fortement corrélé à l’erreur (3.108), de sorte que l’indicateur d’er-
reur proposé (3.112) peut être utilisé dans l’étape online comme décrit dans le workflow de la Figure 3.27
pour corriger les variabilités online du chargement en température non rencontrées lors de la phase offline.

Nous renvoyons vers la Publication Pub.9 pour plus de détails sur les applications numériques. Nous précisons
que dans ce travail, les enrichissements du ROM ont été fait avec la référence haute-fidélité à la variabilité online
et non en relançant le code haute-fidélité sur le pas de temps correspondant, car les interfaces pour faire ces
restarts n’ont pas encore été codées.

3.5.5 Un modèle réduit non-intrusif pour un problème de thermique transitoire
non-linéaire avec variations non-paramétrées

Cette section correspond à la Publication Pub.4.
L’application d’intérêt dans cette section est le compresseur haute pression, voir Figure 3. Nous considérons

à nouveau le problème de thermique transtoire non-linéaire (3.3a)-(3.3d), dont la forme faible a été décrite
dans (3.4), les différences étant que pour l’application industrielle considérée ici, les coefficients matériaux sont
uniformes et constants en temps, et des conditions aux limites de convection λ∇T ·n = h(x, t) (T (x, t)− T1,e(x, t))
sont présentes en plus des conditions aux limites de radiation. Par ailleurs, la structure est décomposée en 39
flags de surface, sur lequelles les conditions aux limites de convections varient en temps selon des scénarios
complexes issus d’une étape de prétraitement : ces variations, ainsi que la condition initiale, consitituent la
variabilité non-paramétrée du problème, voir Figure 3.30 et Equation (3.113).
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Γ(2)

Ω

Γ(1)

Figure 3.30 – Cas test industriel du compresseur haute pression, constitué de 3 corps, avec un partitionnement
de la surface ∂Ω = ∪di=1Γ(i), Γ(i)◦ ∩ Γ(j)◦ = ∅, 1 ≤ i, j ≤ d = 39.


h(x, t) = h(i)(t), Γ(i)(t)× [0, tf ]

T1,e(x, t) = T
(i)
1,e(t), Γ(i) × [0, tf ]

(σε)(x, t) = σε, ∂Ω× [0, tf ]
T2,e(x, t) = T2,e, ∂Ω× [0, tf ]

(3.113)

Dans ce travail, l’hyperréduction est obtenue par une adaption de l’ECM sur le terme de radiation du vecteur
des forces internes réduit :

b̂int,rad
i

(
T̂ (p)(s+ 1)

)
: = −σε

∫
∂Ω

[
n∑
k=1

T̂
(p)
k (s+ 1)ψk(x)

]4

ψi(x)dx

≈ −σε
d∑

k′=1
ω̂k′

 n∑
j=1

T̂
(p)
j (s+ 1)ψj(x̂k′)

4

ψi(x̂k′), 1 ≤ i ≤ n,

(3.114)

la formule de radiation obtenue étant également utilisée pour le calcul du terme de radiation de l’opérateur
tangent global, tandis que l’assemblage des autres termes du modèle réduit peut être précalculé sous la forme
de tenseurs d’ordre au plus deux.

Nous implémentons ce modèle dans la librairie non-intrusive présentée dans la Section 3.5.3, et utilisons des
snpashots haute-fidélité calculés par Z-set et Abaqus [106]. Nous remarquons qu’avec les choix de modélisation
associés à la mise en donnée industrielle, la solution Z-set présente de grandes oscillations non-physiques dans
certains coins de la pièce, alors que la solution Abaqus est régulière. Ce dernier code étant commercial, il
doit certainement contenir des post-traitements de stabilisation et des gardes fous numériques pour corriger ces
oscillations. Nous remarquons que bien que notre modèle réduit résout les mêmes équations que le modèle haute-
fidélité Z-set, lorsqu’il est construit avec des snapshots générés par Abaqus, la solution réduit ne contient pas ces
oscillations. Ainsi, sans connâıtre ni avoir implémenté le probable traitement de stabilisation proprétaire présent
dans Abaqus, notre modèle réduit hérite directement, à travers la qualité des snapshots, de cette propriété de
régularité.

La POD sélectionne 13 modes avec εPOD = 10−3, et ECM sélectionne 39 points d’integration avec εECM =
10−3. Les durées des étapes offline et online sont données dans la Table 3.7. Dans notre cas, la partie POD
est relativement longue (le calcul de la matrice des corrélations prendre 38.2 s à elle seule), car les données
d’entrâınement contiennent 7 scénarios de 300 snapshots chacun. Le modèle réduit est testé pour une 8eme

configuration, différente des scénarios d’entrâınement. Le modèle haute-fidélité prend 52 s avec Abaqus, condui-
sant à un speedup de 91 dans ce cas.
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étape offline

POD 41.1 s

ECM 7.7 s

Reste 17.3 s

Total 66.1 s

étape online

clacul du chargement online 0.09 s

ROM 0.45 s

Ecriture de la solution dans le format ROM 0.03 s

Total 0.57 s

Table 3.7 – Durée des étapes offline et online

La comparaison de la Figure 3.31 montre la prédiction du ROM pour la variabilité du 8eme scénario. Les
points B et C sont choisis pour illustrer les plus grands écarts, et une erreur de -11◦C a été mesurée à t = 24 s,
ce qui corespond à une erreur relative de 2.4% à ce moment du scénario.

HFM avec maillage à t=600 s Erreur absolue entre HFM et ROM à t=600 s

Évolution temporelle des erreur absolues sur les points A, B et C définies en haut à droite

Figure 3.31 – Application industrielle

Nous menons maintenant une analyse d’erreur sur ce cas, pour mesurer la précision de la prédiction
réduite en fonction de l’hyperparameter εPOD. Nous définissons l’erreur relative temporelle comme E(t) :=
‖T̂ (·,t)−T (·,t)‖L2(Ω)
‖T (·,t)‖L2(Ω)

, où T et T̂ sont respectivement les prédictions du HFM et du ROM à la variabilité du 8eme

scénario. L’erreur relative moyenne est définie par Ē := 1
J

∑J
s=1 E(sdt). Les performances du ROM pour plu-

sieurs valeurs de εPOD sont évaluée dans la Table 3.8 et la Figure 3.32, où εECM = 10−3. Dans nos expériences,
la valeur de εECM n’a pas d’impact significatif (pour les valeurs 10−2, 10−3 et 10−4), les raisons pouvant être
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que l’erreur est dominée par la troncature POD et que la non-linéarité polynomiale dans notre cas est déjà
bien approchée avec une tolérance moyenne. Dans la Section 3.5.3, où nous avons considéré un problème de
mécanique non-linéaire avec matériaux élastoviscoplastiques, la tolérance εECM avait un impact significatif sur
la qualité de la prédiction réduite. Nous remarquons également que le speedup est intéressant pour les valeurs
de εPOD plus grandes que 10−3 et que la précision de la prédiction n’augmente plus pour des valeurs inférieures
à εPOD = 10−4 : avec un ROM construit à partir de snapshots générés par Abaqus, nous avons vu que nous ne
résolvons pas exactement le même modèle que celui présent dans Abaqus.

εPOD nbe modes POD nbe points ECM durée offline speedup Ē
10−5 62 114 335 s 0.2 7.6× 10−4

10−4 31 78 110 s 2 8.4× 10−4

10−3 13 39 66 s 91 2.5× 10−3

10−2 4 19 57 s 96 2.3× 10−2

Table 3.8 – Comparaison des performances du ROM pour plusieurs valeurs de εPOD.
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Figure 3.32 – Évolution temporelle de l’erreur relative E(t) pour plusieurs valeurs de εPOD.

Nous renvoyons vers la Publication Pub.4 pour le reste des applications numériques.

3.6 POD-Galerkine stable pour l’équation de Navier-Stokes incom-
pressible en régime turbulent avec variations géométriques non-
paramétrées.

Cette section correspond aux Publications Pub.1 et Pub.8, pour lesquelles Nissrine Akkari est la contributrice
principale : elle sera, pour cette raison, très synthétique.

Modèle réduit stable

La réduction de modèle de l’équation de Navier-Stokes incompressible en régime turbulent est un sujet de
recherche très actif. De tels écoulements contiennent plusieurs échelles énergétiques, et même les petites échelles
ont une contribution importante dans le profil des champs de vitesse. La POD classique, qui tronque les petites
échelles, échoue alors à réduire le modèle de façon satisfaisante : soit la précision est mauvaise, soit le nombre de
modes à garder est tel qu’aucun speedup ne sera mesuré en pratique. Cette question a reçu un intérêt important
dans la littérature, et les solutions existantes consistent à stabiliser le modèle réduit en ajoutant des termes
de dissipation artificiels, à changer le produit scalaire servant à calculer les corrélations dans le calcul de la
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snapshot POD (voir Algorithme 3) ou à proposer une nouvelle façon de construire une base pour donner de
l’importance aux petites échelles énergétiques.

Dans la Publication Pub.8, nous proposons une façon originale de construire une base POD où les petites
échelles énergétiques sont bien représentée. En plus d’une snapshot POD sur les champs de vitesse, une deuxième
snapshot POD sur les gradients des champs de vitesse est aussi réalisée. Dans ce deuxième cas, nous gardons
seulement les valeurs propres et vecteurs propres obtenus, et les recombinons directement avec les snapshots de
vitesse (au lieu des gradients). Les modes ainsi obtenus sont orthonormalisés avec la base POD classique sur
la vitesse. Avec cette base, les ROM-Galerkine obtenus sont parfaitement stables, sans qu’aucune stabilisation
numérique ou artificielle ne soit nécessaire, sur un cas d’injecteur industriel de moteur d’avion à 14 millions de
cellules, et en extrapolation temporelle d’un facteur 10, avec un speedup de l’ordre du million. Notons que la
pression est imposée sur la surface d’entrée par une méthode de pénalisation. Une autre orginalité de ce travail
est que les schémas numériques des modèle réduit et haute-fidélité sont différents : Galerkine sans modélisation
de la turbulence et schéma implicite en temps pour le modèle réduit, contre volumes finis avec turbulence
modélisée par Large Eddy Simulation (LES) et schéma explicite en temps pour le modèle haute-fidélité.

Variations géométrique non-paramétrées

Supposons que nous disposons d’un calcul LES pour une géométrie d’injecteur aéronautique. Nous souhaitons
calculer rapidement l’écoulement dans l’injecteur pour des designs quelconques de la zone centrale de l’injecteur,
de sorte qu’une quantité d’intérêt métier soit optimisée (stabilité et forme de la flamme, minimisation de la
consommation et des polluants). Les variabilités géométriques sont difficiles à considérer dans un contexte de
réduction de modèle, car le support des snapshots change avec la variabilité, et le calcul des corrélations entre
les snapshots n’est alors plus défini de façon directe. De nombreuses contributions existent dans le cas des
variations paramétriques, mais les variations géométriques non-paramétriques ont été bien moins traitées dans
la littérature. La Gappy-POD, présentée dans l’Algorithme 5, a été utilisée pour faire de l’optimisation de design
paramétré.

Dans la Publication Pub.1, une stratégie à base de Gappy-POD est développée pour prendre en compte
des variabilités non-paramétrées du design. La géométrie étant susceptible de changer seulement dans une zone
limitée de l’injecteur (appelée masque), une première étape consiste à calculer le champ de vitesse localement
dans cette zone, pour la nouvelle géométrie. Ceci est fait de façon efficace en considérant un maillage très déraffiné
à l’extérieur du masque, où le champ de vitesse associé à la géométrie initiale est imposé : seule la vitesse dans le
masque est calculée. Le champ de vitesse obtenu est projetté sur le maillage initial, et la Gappy-POD classique
est utilisée pour mettre à jour la vitesse à l’extérieur du masque (les modes Gappy-POD sont calculés en utilisée
la POD stabilisée présentée dans la section précédente). Une POD est calculée sur les nouveaux champs de
vitesse ainsi obtenus, et un ROM-Galerkine est calculé sur ces modes. Enfin, les coefficients ainsi calculés sont
combinés avec la base POD stabilisée associée au calcul LES sur la géométrie de référence, pour former la
prédiction à l’extérieur du masque. Cette procédure complète a un speedup de 100 sur un injecteur industriel et
sa précision est meilleure que la Gappy-POD classique sur des indicateurs associés aux zones de recirculation.
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Chapitre 4

Perspectives

Nous proposons des perspectives de recherche en réduction de complexité des algorithmes pour la simula-
tion numérique des équations de la physique, qui permettront d’adresser certains besoins futurs du domaine
aéronautique.

4.1 Amélioration des méthodes de réduction d’ordre de modèle
Dans la Section 3.5.4, nous avons introduit un indicateur d’erreur adapté aux quantités duales, comme

l’endommagement, pour la mécanique des structures non-linéaire. Nous avons illustré que lorsqu’on utilise
cet indicateur pour enrichir un modèle réduit préalablement construit par la solution exacte, la précision du
modèle réduit peut être grandement améliorée avec un nombre d’enrichissements limité, ce qui rend la procédure
rentable. Cependant, dans une situation d’exploitation du modèle réduit, nous ne disposons pas de la solution
exacte, mais il est possible d’appeler le modèle haute-fidélité pour calculer le snapshot au pas de temps considéré :
ceci nécessite néanmoins de pouvoir reconstruire l’état matériau complet sur le maillage haute-fidélité à ce pas
de temps. Sachant que les modèles industriels d’alliages monocristallins peuvent contenir jusqu’à une centaines
de variables internes, cette reconstruction limite la performance de la réduction de modèle. Une piste consiste à
essayer de minimiser l’indication d’erreur du modèle réduit en cherchant une direction de descente dans l’espace
haute-fidélité pour enrichir la base d’ordre réduit.

Dans la Section 3.2, nous avons illustré que l’Empirical Interpolation Method (EIM) appliquée à la réduction
de modèle non-linéaire peut devenir instable, ce constat étant partagé par la communauté. Notre interprétation
est que l’EIM est sujette à un sur-apprentissage. Nous souhaitons poursuivre le recours aux méthodes de
régularisation issues de la communauté statistiques pour améliorer la situation et peut-être permettre une
utilisation plus simple d’EIM pour réduire des problèmes non-linéaires. A partir de cette interprétation, nous
avons remarqué que l’instabilité se produit lorsque que l’amplitude des coefficients de la décomposition EIM
s’emballe. A l’instar de l’indicateur d’erreur de la Section 3.5.4, il pourrait être également possible de proposer un
indicateur de stabilité ou d’erreur qui serait appris à partir des coefficients de la décomposition EIM directement.

La collaboration avec Nissrine Akkari sur la réduction des équations de Navier-Stokes incompressibles en
régime turbulent Pub.8, notamment avec variation géométriques Pub.1 sera poursuivie. Dans la construction
du modèle réduit, nous avons remarqué d’importantes améliorations des résultats sur un critère a priori empi-
rique, lié à l’ordre de l’affection des coefficients aux modes POD. Nous souhaitons continuer ces travaux pour
comprendre les phénomènes sous-jacents et éventuellement continuer à faire progresser l’approche.

4.2 Implémentation générique et non-intrusive de la réduction d’ordre
de modèle

Une librairie de réduction de modèle non-intrusive pour la mécanique des structures Pub.7 et la thermique
non-linéaires Pub.4 a été développée. Le modèle réduit physique est construit à partir de résultats de codes de
calculs commerciaux. L’originalité de cette approche donne l’avantage d’un potentiel important de contributions
scientifiques. Comme nous pouvons construire un modèle réduit uniquement à partir de solutions d’équations
(et donc sans code de calcul associé), nous pouvons considérer des champs obtenus par l’expérimentation (assi-
milation de données), de résolutions différentes (multi-fidélité) ou même de très grande taille (incalculables par

81



éléments finis, donc donnés soit analytiquement, soit encore par l’expérimentation, soit sous la forme de première
prédiction locale par une réseau de neurones). Une application industrielle à moyen terme serait la construction
d’un modèle réduit pour la dynamique des fluides à partir de mesures PIV (particle image velocimetry) dans
une chambre de combustion.

Avec une bonne architecture de code, il apparâıt possible de standardiser la plupart des opérations réalisées
dans le cadre de la réduction de modèle physique pour pouvoir les appliquer à de nombreuses physiques et
cas d’étude. Une première implémentation en ce sens a été initiée, dans une librairie où nous espérons pouvoir
cumuler non-intrusivité, calcul parallèle à mémoire distribuée, multi-physique (mécanique solide et fluide, ther-
mique) avec non-linéarités génériques et variabilités non-paramétriques (notamment géométriques) et, autant
que possible, indication d’erreur. Même si certains éléments de réponse ont déjà été proposés dans Pub.7, et que
d’autres sont disponibles dans la littérature, les challenges scientifiques et techniques restant sont importants.
En particulier, l’indication d’erreur et les variations géométriques non-paramétriques pour toutes les physiques
restent difficiles.

4.3 Intelligence artificielle au service de la réduction d’ordre de
modèle

L’utilisation des réseaux de neurones profond pour la prédiction de résultats de simulation est potentiellement
difficile et pour l’instant non certifiable ni interprétable. Cependant, leur potentiel pour assister certaines étapes
de la réduction du modèle est très important, la prédiction physique étant toujours confiée à une modèle réduit
résolvant les équations de la physique.

Des travaux ont commencé, dans le cadre de la thèse de Thomas Daniel PhD.2 et de la Publication Pub.3,
sur la construction d’un dictionnaire de modèles hyperréduits pouvant prendre en compte une grande variabilité
non-paramétrisable du chargement thermique d’une pièce mécanique, telle que le problème n’est pas réductible
avec un seul modèle réduit. En particulier dans Pub.3 et la thèse de Thomas Daniel, la recommandation du
modèle réduit local n’est pas faite à partir de données du problème, comme ce qui est fait actuellement dans
l’état de l’art, mais dans une approche originale utilisant les réseaux de neurones profonds. Après un grand
nombre de calculs candidats et un clustering sur les distances de Grassman, un réseau de neurones profond
est entrâıné, dans une tâche de classification, à reconnâıtre le numéro du cluster à partir de la donnée du
chargement thermique. Ainsi, le bon modèle réduit est appelé en phase d’exploitation sans avoir à évaluer la
prédiction mécanique. Dans l’état de l’art actuel, la recommandation du modèle réduit est faite sur les données
du problème, alors que dans nos travaux, elle est spécialement adaptée à l’exercice : ici la réduction de modèle. En
effet, les distances de Grassman quantifient la proximité des sous-espaces vectoriels générés par les bases d’ordre
réduit. Les premiers résultats montrent un net avantage de cette approche par rapport à des approches plus
näıves pour construire le dictionnaire de modèles réduits. Dans ces travaux, nous avons formalisé la notion de
ROM-net, une procédure contenant un réseau de neurones pour assister une ou plusieurs étapes de la réduction
de modèle qui sont difficilement traitées dans l’état de l’art actuel.

Un auto-encodeur peut être imaginé pour faire de la prédiction temporelle, qui serait à nouveau corrigée
par un modèle réduit. Ces technologies permettent d’envisager des variabilités géométriques compliquées ou
des phénomènes de transport mal réductibles, avec une mise en œuvre relativement simple. L’application de
ces idées est prévue dans le cadre du projet de thèse PhD.1, sur la réduction de modèle en dynamique rapide.
L’utilisation d’un Generative Adversarial Network (GAN) pour générer des simulations fluides 2D incompressible
et turbulentes est illustrée dans Pub.6, et reprennent des éléments commencés dans le stage M2R.1. Enfin, dans
le travail récent Pub.5, nous proposons un ROM-net permettant de passer d’une résolution basse fidélité à son
erreur de discétisation ; cette prédiction est ensuite corrigée par un modèle réduit pour lui faire respecter les
conditions aux limites et l’équilibre global. En pratique, de nombreuses géométries sont générées et des problèmes
de thermique transitoire sont résolus sur des maillages fins et grossiers associées aux mêmes géométries. Les
solutions grossières et la différence entre solution fine et grossière (sur une fenêtre carrée) sont projetées sur
une grille régulière fine et le réseau de neurones apprend la projection de l’écart à partir de la projection
de la solution grossière. Les procédures d’entrâınement et d’utilisation de ce réseau sont illustrées dans la
Figure 4.1. Des premiers résultats sont illustrés sur la Figure 4.2 sur des échantillons de validation. Les modèles
réduits obtenus à partir des snapshots des solutions grossières et des prédictions de l’erreur de discrétisation par
l’application du réseau de neurones sur ces solutions grossières ont conduit à des prédictions plus précises, sur
des indicateurs physiques, pour toutes les configurations testées, alors que le réseau de neurone empire parfois la
prédiction grossière. Des améliorations d’architecture et de fonctions loss adaptées au problème sont envisagées.
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Figure 4.1 – Réseau de neurones convolutifs ; gauche : procédure d’entrâınement, droite : prodécure d’utilisa-
tion.

Figure 4.2 – Résultat de l’apprentissage de l’erreur de discrétisation d’un problème thermique par réseau de
neurones convolutifs sur un échantillon de validation ; gauche : prédiction de l’erreur de discrétisation à partir
de la solution grossière, droite : erreur de discrétisation de référence.
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[71] E. Kammann, F. Tröltzsch, and S. Volkwein. A method of a-posteriori error estimation with application to proper orthogonal

decomposition. 2012.
[72] R. Kouhia. On the solution of non-linear diffusion equation. Rakenteiden mekaniikka, 46(4) :116–130, 2013.
[73] A. Kounitzky, J. Wortmann, and P.N. Agarwal. A single crystal casting process for high-temperature components. Materials

& Design, 12(6) :323 – 330, 1991.
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