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Introduction

Dans ce manuscrit, nous présentons de fagon didactique et synthétique les travaux et résultats de recherche
dont 'auteur a la contribution principale, hormis la courte Section 3.6. En particulier, toutes les simulations
numériques présentées ont été réalisées par 'auteur, hormis ceux de cette introduction et des Figures 1.5, 1.6
et 2.17. Les références vers les publications contenant les détails, commentaires et applications numériques non
inclus dans ce manuscrit sont données dans le texte.

Dans cette introduction, nous commengons par donner les motivations applicatives des travaux, puis nous
donnons quelques éléments sur les méthodes numériques qui seront utilisées de facon intensive dans le reste du
manuscrit.

Motivations applicatives

Nous présentons les motivations des travaux de recherche par poste occupé.

Applications pour EADS-Innovation Works

La réduction du bruit en aéronautique constitue un enjeu industriel de premiere importance. En effet, face
a 'augmentation substantielle du trafic aérien, les normes de certification acoustique sont fortement renforcées
afin de protéger les riverains des nuisances sonores essentiellement occasionnées par les avions aux abords des
aéroports. Pour pouvoir intégrer ces normes dés les phases d’avant-projet, il est nécessaire aux manufacturiers
comme Airbus de se doter d’outils numériques efficaces en acoustique. Résoudre un probléme acoustique direct
n’est pas suffisant en pratique. Les choix industriels rélevent plutdt de questions comme : "comment optimiser le
revétement de l'intérieur d’un turboréacteur pour minimiser le bruit généré par I’avion dans certaines directions,
ou quelle est la probabilité de respecter une norme environnementale de bruit si la valeur de la fréquence d’une
source acoustique est mal connue ?”. Ces études d’optimisation et de propagation d’incertitudes requiérent, en
général, 1’évaluation intensive d’une fonction objectif, impliquant la résolution d’un systeme d’équations aux
dérivées partielles paramétriques de tres grande taille, pour une certaine valeur des parametres.

I Main noise sources (engine, aircraft manufacturers) |

Main structure Compresseurs

L

7~ Soufflante

Turbine
et chambre
de combustion

FIGURE 1 — Origine du bruit généré par un avion (gauche : image fournie par EADS, droite : image tirée de [76]).

Applications pour 'IGN

La gravité est ’accélération subie par un corps, due aux forces combinées de la Terre, de la Lune, du Soleil
et des planétes environnantes. Pour un corps au repos sur la surface de la Terre, il faut aussi considérer les effets



centrifuges dus a la rotation de la Terre.

En géodésie et géophysique, les études ont recours a des données
de gravitations issues de mesures expérimentales. En particulier, les
missions spatiales scientifiques de gravimétrie spatiale GOCE [1] et
GRACE [2] fournissent des données détaillées de la gravité ter-
restre. Les instruments contemporains mesurent les effets gravita-
tionnels avec une précision de 10~ g [110]. Les champs de gravita-
tion sont étudiés par les géophysiciens et les compagnies d’exploita-
tion minieres et de gaz pour explorer les ressources souterraines [24].
Pour pouvoir étudier les structures souterraines a partir de ces me-
sures, le signal doit étre nettoyé des effets mentionnés ci-dessus.
La correction de la Lune, du Soleil et des autres planétes peut
étre réalisée avec une précision de 107''g grace a la mécanique
céleste [63,115]. Les effets centrifuges et atmosphériques peuvent
étre également corrigés précisément a partir des données de rota-

tion de la Terre et pression atmosphérique de surface. Enfin, les Ficure 2 — Illustration d’un
derniers effets a corriger sur le signal correspondent aux structures géoide [42] : une surface
topographiques connues : apres avoir modélisé les masses situées équipotentielle de référence du
entre la surface de la Terre et 'ellipsoide de référence, il faut cal- champ de pesanteur terrestre

culer le potentiel de gravitation généré par ces masses.

Applications pour Safran

Une course a la performance a lieu dans I'industrie aéronautique. Certaines pieces du moteur sont poussées
a leur limite de résistance pour améliorer le plus possible le rendement propulsif. En particulier, les aubes de
turbine haute pression, qui sont situées immédiatement apres la chambre de combustion, subissent des charge-
ments thermiques tres importants, ou le compresseur haute pression, voir Figure 3. Des efforts sont menés pour
protéger ces piéces de ruine par fluage thermique et fatigue & grand nombre de cycles [41,87], en augmentant leur
résistance par 'utilisation de canaux de refroidissement internes [10,112], barrieres thermiques [104] et superal-
liages avancés [31,47]. La fabrication de ces aubes se fait par moulage et solidification dirigée, ce qui permet la
sélection d’un cristal unique, améliorant encore la résistance et les propriétés mécaniques du matériau [73,111].

Turbine
Section

Combustion
Section

Fan Section

Compressor
Section

High-pressure
compressor

Accessory Drive Section

FIGURE 3 — Aube de turbine haute pression ; gauche : schéma [3]; milieu : photographie d’un aube de turbine
usagée d’un moteur Turbo-Union RR 199 [4] d’aube de turbine haute pression — les canaux de refroidissement
internes permettent de créer un film protégeant la surface extérieure de ’aube; droite : coupe d’un moteur
CF6-6 engine avec mise en évidence du compresseur haute pression [117].

Le superalliage liquide est contenu dans un moule a I'intérieur du four et est translaté hors du four par le bas,
avec une vitesse controlée. Ainsi, le refroidissement commence par le bas de I'aube, ou la croissance du cristal
est controlé & partir d'une dendrite unique. Les parametres du four doivent étre optimisés pour la sélection
d’un cristal unique : un angle élevé du front de solidification peut conduire & des points froids et I’apparition
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de grains secondaires de solidification et, combiné avec un refroidissement trop lent, a I’apparition de freckles,
voir Figure 4 pour des illustrations de ces défauts et la configuration du four.

60.00
I 56.00
! 52.00

‘ 48.00

suscepteurs

44.00
40.00
36.00 carapace
32.00
28.00 , ; .
24.00 ecrans ceramique

20.00

16.00
12.00
8.00
4.00
0.00

FIGURE 4 — llustration de défauts. A gauche : haut : point froid ; bas : freckles ; au milieu : champ de température
(°C) conduisant & un front de solidification non-horizontal ; droite : configuration du four.

sole en cuivre

refroidisseur

Les besoins calculatoires autour des aubes de turbine haute pression sont doubles; (i) pour la fabrication :
la recherche de parameétres optimaux du four (température du four, la vitesse de translation, la présence de
masselottes et la position des écrans thermiques en céramique) conduit a la résolution numérique d’un grand
nombre de simulations et (ii) la prédiction de la durée de vie de ces pieces est une tiche calculatoire trés
cotteuse : les maillages ont un nombre important d’éléments pour prendre en compte des petites structures,
comme les canaux de refroidissement, les lois de comportement sont fortement non-linéaires et comportent un
nombre important de variables d’état, et un grand nombre de cycles doit étre simulé. En effet, la ruine peut venir
d’effets structurels locaux, dont I’évolution ne peut pas étre prédite sans simuler potentiellement des centaines
de cycles. Pour les compresseurs haute pression, un enjeu important est d’éviter le pompage en service.

Définitions, méthodes principales et premiers éléments bibliographiques

Sans prétention d’exhaustivité, nous regroupons dans cette section quelques définitions, présentations et
méthodes et éléments bibliographiques pertinents pour le reste du document.

Réduction de modéle — ROM

Soit un espace paramétrique P, nous considérons le probleme suivant :

E,: Pa,uﬂuu, (1)

ou pu est le parametre et u, la solution.

La notion de réduction de modele peut étre interprétée de facon large, en regroupant toute méthode ou
stratégie visant a accélérer la résolution (1). Par exemple, exploiter les symétries éventuelles du probléme pour
en diminuer la taille peut étre considéré comme une réduction de modele. Dans la communauté de 'apprentissage
statistique, une problématique d’intérét consiste a construire des formules de régression pour la fonction y +—
Q(uy), ou Q(uy) est une quantité d’intérét sur la solution de (1) (cette quantité pouvant étre la solution elle-
méme). Ces régressions, parfois appelées méta-modeles, peuvent étre considérées également comme une réduction
de modele. Considérons maintenant que le probléme (1) est exprimé sous une forme faible et qu’il est résolu
numériquement par une méthode de (Petrov—)Galerkine (une méthode de résolution numérique regroupant une
tres large classe de problémes physiques rencontrés dans 'industrie) : trouver u, € V, tel que

E,: a(uy,v)=0bv), Yv € Vp, (2)

ou a est une forme bilinéaire symétrique coercive sur V x V et b une forme linéaire sur V, ou V est un espace
de Hilbert et Vj, C V est une approximation conforme de V de dimension finie. L’équation (2) est la forme la
plus simple possible, nous traiterons dans ce document des problémes linéaires et non-linéaires plus complexes.
Lorsque la méthode des éléments finis est utilisée, les fonctions-test v dans (2) sont remplacées par les fonctions
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de base éléments finis {¢;}; <, IN pouvant étre de I'ordre de 107 dans certains problémes industriels, ce qui
conduit & un systéme d’équations linéaires de taille N. Une classe de méthodes de réduction de modele dites
par projection consistent & remplacer dans la méthode de Galerkine, la base éléments finie {¢;}, -, 5, bien
adaptée pour représenter n’importe quelle fonction de Vj, par une base dite d’ordre réduit {¥;},,.,,, n < N,
bien adaptée pour représenter les solutions de (2). Le probleme réduit s’écrit

E,:  alt,,d)=b®), Ve, (3)

ot Vi, = Vect (¥i)1<;<n (en général inclus dans V). La construction de la base d’ordre réduit nécessite de
résoudre dans un premier temps le probléme (2) pour en extraire les composantes principales : nous parlons de
réduction de modele a posteriori. Dans la suite du document, nous appelons “réduction de modele” la classe de
méthode de réduction de modele a posteriori par projection.

Nous pouvons maintenant introduire quelques premieres notions. Le probléme F,, est appelé probléme haute
fidélité, ou probleme de confiance. La précision du probleme réduit Eu est évaluée en calculant I'erreur commise
par rapport a la solution de référence u, du probléme F,. Un modele réduit est dit certifié lorsque que cette
erreur est garantie plus faible qu’une erreur fixée a ’avance. La réduction de modele se fait en deux étapes :
une premiere étape dite “offline” d’apprentissage du modéle E,, ou la solution w, est calculée pour certaines
valeurs du parametre p et ot la base d’ordre réduit {¥;}, ,,, est construite ; les solutions u, a notre disposition
sont appelées snapshots. Dans cette étape, les opérations en complexité algorithmique dépendante de N sont
autorisées. Une deuxiéme étape dite “online” correspond a ’étape d’exploitation du modele réduit : le probleme
réduit EA’M est construit et résolu pour potentiellement n’importe quelle valeur de o € P. Dans cette étape, toutes
les opérations doivent étre en complexité algorithmique indépendante de N : on dit alors que le modele réduit est
(online)-efficace. Sauf mention du contraire, nous définissons speedup comme le ratio entre le temps de résolution
du probléme haute-fidélité E,, et celui du probleme réduit Eu- En fonction de la dépendance paramétrique
du probleme E,, des étapes d’approximation supplémentaires peuvent étre nécessaires, nous renvoyons a la
Section 3.5.3 et a la Publication Pub.7 pour une discussion détaillée. En général, la réductibilité du probleme
E,, est définie par la capacité de la méthode de réduction considérée a construire une base d’ordre réduit de
cardinal suffisamment petit. De facon plus pragmatique, nous considérons un modele comme réductible si les
étapes d’approximation et d’exploitation compléte (c’est-a-dire I’ensemble des résolutions des problémes réduits
Eu pour toutes les valeurs paramétriques p requises) seront résolues en temps de retour significativement plus
court que l’exploitation correspondante du modele haute fidélité, et avec le niveau de précision requis. Enfin,
nous introduisons la notion d’intrusivité : cette notion peut varier d’un auteur a ’autre, ici, nous considérons un
modeéle réduit non-intrusif s’il peut étre construit et exécuté tel que le probleme haute-fidélité E,, est résolu avec
un code commercial, c’est-a-dire sans possibilité de modifier le code source associé. Les enjeux de certification,
d’intrusivité et d’efficacité sont centraux aux travaux en réduction de modele présentés dans ce document, avec
comme souci de contenir les cofits de la phase offline & des niveaux raisonnables (et non pas de considérer le
budget illimité dans cette phase), comme nous l'illustrerons sur des applications industrielles.

Comme méthode de réduction de modéle a posteriori par projection, nous pouvons citer la Proper Orthogonal
Decomposition (POD) [105] et la méthode des bases réduites (BR) [80]. La différence entre les deux méthodes
réside dans le choix des valeurs paramétriques p pour lesquelles les snaphots sont générés : avec la POD, les
choix sont en général heuristiques et a priori, alors qu’avec les BR, les valeurs p sont choisies de fagon gloutonne
de sorte & maximiser un estimateur d’erreur a posteriori. Par construction, les BR sont certifiées de facon
efficace, mais cette contrainte d’estimation a posteriori rend difficile, pour le moment, son applicabilité a des
problémes industriels complexes. Nous mentionnons une classe de réduction de modele a priori appelée Proper
Generalized Decomposition (PGD) [37,38], ou tout effort est concentré dans la phase offline : la solution est
exprimée comme fonction de I'espace et des parametres, et une approximation est construite de fagon itérative
sous forme de somme de produits tensoriels de rang 1. La phase online correspond simplement & ’évaluation de
cette fonction. Les caractéristiques recherchées pour la réduction de modéle dans I'industrie sont illustrées dans
la Figure 5.

Empirical Interpolation Method — EIM

Considérons une fonction scalaire K (z,y) definie sur D, x D, et supposée a valeurs réelles, ot D, C R%
et D, C R%, d,,d, € N*, sont bornées. Introduite dans [17], 'EIM est une procédure offline-online cherchant
a déterminer une représentation en variables séparées approchée de la fonction K. Pendant I’étape offline, qui
peut avoir un colit élevé (en terme de temps CPU), de l'information est acquise sur le comportement de cette
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F1cURE 5 — Caractéristiques recherchées pour la réduction de modele dans I'industrie.

fonction : c’est I’étape d’apprentissage. Pendant la phase online, la représentation en variables séparées peut étre
obtenue avec un coiit faible : c’est I'étape d’exploitation. Soit d € N* tel que 'hypothese suivante soit vérifiée

(H) La dimension de Span (K (x,)) est plus grande que d.
€D,

L’approximation EIM s’écrit :

d
K(x,y) ~ (LK) (2,9) = > An()gm(y), (4)
ol Ay, () est tel que
d
> BimAm(z) = K(z,y), VI<I<d (5)
m=1

Les fonctions ¢,,(-) et la matrice B € R¥? qui est triangulaire avec des termes diagonaux égaux & 1, sont

construites par I’Algorithme 1, ot 64 = Id — I et || - ||p, est la norme L*° (D,). En pratique, le argmax appa-
raissant dans 1’Algorithm 1 est cherché dans des sous-ensembles finis de D, et D,, notés respectivement Dy tyial
et Dy irial, €t appelés ensembles d’apprentissage. Remarquons que 1’Algorithme 1 construit aussi I’ensemble de
points {y;}i1<i<a dans Dy, qui est utilisé dans (5), et un ensemble de points {z;}1<i<q dans D,. Ce sont des
points d’interpolation pour 'approximation de K, voir Propriété 0.1. Naturellement, ’approximation (4) peut
étre évaluée dans (Dy x Dy) \ (Dy trial X Dy tria1). D’apres (H), les fonctions {K (i, -)}1<i<q sont linéairement
indépendantes (sinon, (35 K)(fk+1, Tk+1) = 0 pour certains k dans I’Algorithme 1).

Algorithm 1 Etape offline de EIM

1. Choisir d > 1
2. Initialiser £ :=1
s. Calculer z; := argmax| K (z,-)|p,

z€D,

1. Calculer y; = argmax|K (z1,y)| [Premier point d’interpolation]
y€Dy
K(zq,-

5. Définir ¢1(+) := M [Premiére fonction de base]
K(z1,91)

6. Définir By ; :=1
7. while k£ < d do

5. Calculer x4 := argmax||(6, K)(z,-)||lp,
€D

[Initialisation de la matrice B]

o.  Calculer yi41 := argmax|(dx K)(k+1,Y)|
y€D,
(06 K) (Th+1, )
(0k ) (Tt 15 Yh41)
1. Définir Biy1m = ¢m(Yk41), forall 1 <m < k+1
12. k+—k+1
3. end while

10. Définir Qk+1(') =

-

[(k 4+ 1)-éme point d’interpolation]

[(k 4+ 1)-éme fonction de base]

[Incrémentation de la matrice B]
[Incrémentation de la taille de la décomposition]
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Nous avons montré dans la Publication Pub.15 que l'approximation (4) peut étre écrite de la forme
d
(LK) (z,y) = > ApmK (2, 00) K (2m,y), (6)
l,m=1

ou A = B7'I'"! et ol la matrice T est triangulaire supérieure et est construite récursivement dans la boucle k&
de I’Algorithme 1 de la facon suivante :

— k=1:
1= K(x,91),
— k—k+1:
Dt titr = (OB (Trr1, Yrt1),
Fm,k+1 = 0, V1 S m S k,
Iit1,m = am, V1l <m <k,

oll le vecteur « est tel que Zﬁpl B im0 = K(zk41,y1), pour tout 1 < 1 < k.

D’aprés [83, Theorem 1], la représentation en variables séparées (4) construite par I’Algorithme 1 est bien
définie. Nous rappelons le résultats suivant :

Propriété 0.1 (Propriété d’interpolation [83, Lemma 1]). Pour tout 1 < m < d,

(IdK)(xa ym) = K(xa ym)v pour tout z € Dy,
(LiK)(xm,y) = K(zm,y), pour tout y € D,.
Un aspect important de la procédure est que l'erreur faite par I’approximation EIM sur les ensembles d’ap-
prentissage Dy trial X Dy trial, NOtée € et définie par e, = m%x|((5;€K)(:Uk+17y)|7 est monitorée pendant la
yeD,y

procédure gloutonne. En pratique, un critéere d’arrét est utilisé sur € au lieu de fixer un nombre de points
d’interpolation d a priori. Ainsi, en fonction de la régularité de la fonction K, 'EIM va sélectionner automa-
tiquement le nombre de points d’interpolation pour certifier I’erreur sur Dy ¢ria1 X Dy tria1- Notons que l'erreur
n’est pas certifiée sur D, x D,. Une variation appelée DEIM [35] (Discrete Empirical Interpolation Method) a
été proposée pour le cas particulier ou une des variables est discréte (par exemple, un numéro de composante
d’un vecteur).

Fast Multipole Method — FMM

Introduite dans [59], la FMM est une méthode de sommation rapide adaptée & certains types de problémes.
Considérons un ensemble de points d’observations {x;}1<;<a, un ensemble de points source {yj}lgjg ~ de R3,
auxquels sont attachées des données scalaires {0, }1<;<n appelées potentiels, et un noyau R x R 3 (z,y) —
K(z,y) € R, pour lequel la dépendance en x et y n’est pas séparable (i.e. il n’existe pas de fonctions gi et hy,
1 <k < d telles que K(z,y) = 2221 gr(z)hi(y)), et ayant possiblement une singularité en 2 = y. Pour certains
noyaux K, la somme

M
fl@:) = 0;K(zi,y;), 1<i<N, (7)
j=1

de complexité algorithmique O(NM) peut étre approchée par une procédure de complexité asymptotique
inférieure par FMM, en O(N) ou O(N log(N)), ou N = max(N, M).

Dans la suite, nous présentons la méthode en 1D, mais elle est directement extensible en 3D — les simulations
numériques présentées dans ce manuscrit sont en 3D. Le domaine de calcul Q = (f%, %) est découpé en
intervalles égaux de fagon récursive sous la forme d’un arbre binaire avec x + 1 niveaux. Le niveau 0 est la racine
de ’arbre : il n’y a qu’un seul intervalle égal a €2, le niveau 1 contient le partitionnement de 2 en deux intervalles
de longueur %, et les niveaux suivants sont obtenus en partitionnant de la méme fagon chaque intervalle du
niveau précédent, jusqu’au niveau k, le sommet de l’arbre. La hauteur de I'arbre correspond au nombre de
niveaux. Au niveau k, le domaine contient 2¥ intervalles de longueur 2l,., avec [, := 27%"1L. Pour généraliser
aux dimensions supérieures, les intervelles sont appelés “boites” dans la suite (un exemple d’octree de hauteur

1 en 3D est illustré dans la partie gauche de la Figure 7).
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Considérons une boite I¥ au niveau k. Nous appelons voisinage N (I*¥) d’une boite I* ’ensemble contenant
I* et les boites adjacentes & I* au niveau k. L’ensemble des autres boites du niveau k, F (I k), sont les boites
en interaction lointaine par rapport & I*¥. Une boite J**! est un enfant de I* si elle est au niveau k + 1 et
est incluse dans I*. De méme, le parent de I*, noté P(I¥), est la boite du niveau k — 1 contenant I*. Deux
boites sont dites bien séparées si elles sont en interaction lointaine. La liste d’interaction de I*, notée Z(I*), est
'ensemble des boites qui sont les enfants des boites dans le voisinage du parent de la boite I* et qui sont bien
séparées de I* au niveau k, voir Figure 6.

N (1)
L/2 0 I, L/2

. I — e k=3

I I I P(Ik) I 1

FIGURE 6 — Représentation du voisinage et de la liste d’interaction de la boite I*

L’algorithme FMM repose sur une approximation de rang faible du comportement du champ lointain du
noyau de la forme :

d
K(I7y) ~ Z Al,mgl(x)hM(y)vx € Iay S J7 (8)

l,m=1

where I and J sont des boites bien séparées.

Remarque 0.1 (Dépendances des quantités aux boites). Pour que lapprozimation de rang-faible (8) soit
compatible avec une FMM multiniveau, g;(x) doit étre indépendant de la boite J et h.,(y) doit étre indépendant
de la boite I.

De telles approximations de rang faible du comportement du champ lointain du noyau peuvent étre ana-
lytiques, comme l'interpolation de Chebyshev [54,62]) ou des développements multipolaires. Des FMM pour
noyaux génériques ont été développés, conduisant & des procédures indépendantes du noyau, voir [86,121] ou
encore la Black-Box FMM [53] une implémentation reposant sur I'interpolation de Chebyshev. Pour d’autres
procédures indépendantes du noyau, nous citons [45,46]. L’Adaptive Cross Approximation (ACA) [19, 20]
construit des approximations directement depuis les évaluations du noyau sur les points sources et d’obser-
vation K(Z;,y;), en sélectionnant certaines colonnes et lignes de la matrice (K (fi,gj))m.. L’approximation
d’une matrice par extraction de certaines de ses lignes et colonnes a été étudié dans [56]. Avec les méthodes
ACA, Papproximation de rang faible (8) est telle que g; dépend de J et h,, dépend I, ce qui conduit & un
stockage de complexité dN log(N). Avec les FMM multiniveaux et les H2-matrices, g; et h,, sont indépendants
de respectivement J et I, ce qui permet des factorisations supplémentaires et 'utilisation de bases imbriquées
pour abaisser la complexité du stockage & dN. Un ACA amélioré exploitant des bases imbriquées a été proposé
dans [21].

L’approximation de rang faible (8) permet la factorisation du calcul de quantités clés et la propagation
de l'information a travers une structure d’arbre, résultant en 'optimisation de la complexité algorithmique du
calcul de la quantifié d’intérét (7). Nous donnons quelques éléments sur les flux d’information dans la structure
d’arbre dans la Figure 7.

Plan du manuscrit

Nous commengons par le Chapitre 1, ot une méthode de couplage éléments de frontiere / éléments finis
volumiques (BEM/FEM) est introduite pour la simulation numérique de la propagation acoustique en milieu
non borné, avec comme application le bruit rayonné par un turbo-réacteur. Nous montrons que cette méthode est
bien posée. Dans le Chapitre 2, nous présentons les travaux autour de la simulation du potentiel de gravitation
et ses dérivées premiere et seconde, générés par une source volumique quelconque de matieére. Un couplage
BEM/FEM est testé, mais la méthode la plus prometteuse est basée sur la Fast Multipole Method (FMM). Enfin,
dans ce chapitre est également proposée une nouvelle méthode FMM pour noyaux invariants par translation.
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Dans le Chapitre 3, le plus conséquent, sont regroupés les travaux sur la réduction de modele. La premiere
section est une application de la méthode des bases réduites avec I’état de I'art de I’époque, la deuxieme section
investigue des problemes de réductibilité et de stabilité en présence de phénomenes de translation importants,
la troisieme section introduit une nouvelle formulation pour EIM, la quatrieme section propose un nouvel
estimateur a posteriori pour la méthode des bases réduites, plus robuste aux erreurs d’arrondis machine que
Iestimateur classique et enfin la cinquiéme section regroupe les contributions visant a réduire la contrainte
d’intrusivité pour les méthodes de réduction de modele par projection. D’abord, un nouvel EIM non-intrusif
est introduit, puis une méthode originale pour approcher des limites d’algorithmes de puissance de fagon non-
intrusive est proposée (avec des premiers éléments théoriques sur la convergence de ’approximation proposée) et
appliquée a des solutions de problemes linéaires et non-linéaires. Le chapitre se poursuit ensuite avec la mise en
place d’un environnement logiciel capable de construire des modeles réduits non-intrusifs (c’est-a-dire avec des
snapshot générés par des codes commerciaux), entiérement paralléles en mémoire distribuée, pour la mécanique
des structures non-linéaire, avec des applications sur des probleémes plus cofiteux que ceux résolus actuellement
dans l'industrie. Ensuite, un nouvel indicateur d’erreur efficace pour les problémes nonlinéaires en mécanique
des structures, implémenté dans la librairie paralléle nonintrusive décrite précédemment. Enfin, le chapitre se
termine avec 'utilisation de cette librairie nonintrusive a la réduction d’un probleme de thermique transitoire
nonlinéaire avec variabilité nonparamétrée, pour le design d’un compresseur haute-pression.

Le Chapitre 1 et les Sections 3.1, 3.4 et 3.5.1 correspondent a la période de doctorat. Ces travaux, plus anciens,
sont résumés de fagon tres concise : ils ont été présentés en détail dans le manuscrit de these. Par exemple,
nous n’avons pas présenté les méthodes d’équations intégrales dans cette introduction (dans le manuscrit de
these, elle sont introduites dans la Section 1.3 et elles sont 'objet de la Partie I). Le Chapitre 2 et la Section 3.3
correspondent a la période de chercheur a 'IGN, et le reste du manuscrit, a savoir les Sections 3.2, 3.5.2-3.5.5,
et 3.6 correspondent a la période de chercheur chez Safran.
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FIGURE 7 — Gauche : exemple d’arbre de hauteur 1 en 3D : la racine (niveau 0) de l'arbre est représentée
en noir et contient le domaine complet; en rouge sont représentées les boites du niveau 1 (8 boites : 2 par
direction). Droite : flux d’information dans un arbre en 1D, l’algorithme étant exécuté de haut en bas. D’abord,
les vecteurs W (intermédiaires de calcul) sont calculés dans chaque boite a partir des informations locales o et
y; (étape P2M : particule to multipole). Ensuite, dans la passe upward, les vecteurs locaux W sont assemblés &
chaque niveau (la taille et la localisation des boites changent d’un niveau & l'autre dans l'arbre) en utilisant les
vecteurs W du niveau précédent (étape M2M : multipole to multipole). A chaque niveau, le vecteur g combine
les vecteurs W de la liste d’interaction (en vert) de la boite considérée (en rouge) (étape M2L : multipole to
local). La passe downward consiste & calculer les vecteurs [, en utilisant les vecteurs g du niveau considéré et les
vecteurs W du niveau précédent (étape L2L : local to local). Enfin, au dernier niveau, le vecteur ! correspond
a une composante de I'interaction lointaine, a laquelle une étape de complexité quadratique locale est ajoutée
pour obtenir une approximation de f(x;) (étape P2P : particule to particule).

Fabien Casenave xii Safran Tech



Chapitre 1

Simulation numérique de la
propagation acoustique avec
écoulement en milieu non borné

Cette section correspond aux Publications Pub.16 et Pub.17 et aux Exposés Exp.10 a Exp.13, Exp.16,
Exp.17, Exp.21 et Exp.22.

()0|QJr = Ysc + Spinc|Q+

—
n
1i2

i

Ot

omaine intéri

écoulement uniforme——
~—domaine extérieur

FIGURE 1.1 — Géométrie du cas test pour le probléme aéroacoustique dans un écoulement potentiel dans un
domaine borné 2~ et uniforme a l'extérieur de ce domaine

La Figure 1.1 présente la géométrie du cas test. Le domaine intérieur, correspondant a la zone pres de
I'objet diffractant ot I’écoulement est non uniforme, est noté Q~. Dans le domaine extérieur, QF, 1’écoulement
est supposé uniforme. Le domaine complet de propagation, noté  C R3, est tel que 2 := QT UQ~ Ul =
R3\{object solide}, ott I's, := 9T N N~ est la frontiere entre les domaines intérieur et extérieur. La surface
I' est supposée Lipschitz. Une telle hypothese est suffisamment générale pour inclure les surfaces polyédriques
que nous obtenons lorsque nous utilisons un maillage par éléments finis dans 2~. La surface de I'objet solide
diffractant, 0Q~\I's, est notée I' et est supposée Lipschitz.

L’équation fondamentale sur laquelle nous nous appuyons dans cette partie est I’équation d’Helmholtz
convectée. Dans le chapitre 1.2 du manuscrit de thése, nous détaillons les hypotheses et les calculs permet-
tant de dériver cette équation a partir des équations de Navier-Stokes. D’abord, nous supposons que, dans les



conditions normales de température et de pression, 'air peut étre considéré comme un gaz parfait. Ensuite,
nous supposons que dans l’approximation acoustique, les termes dus au tenseur des contraintes et au flux de
chaleur sont négligeables, et que les phénomeénes acoustiques instationnaires sont une perturbation au premier
ordre d’un écoulement moyen stationnaire. Ensuite, en supposant 1’écoulement irrotationnel et homentropique
et les perturbation harmoniques, nous obtenons 1’équation d’Helmholtz convectée

p <k2<p+ikM . ﬁg@) +V. [p (6907 (]\2690) ]\2+zk‘<p]\2>} =g, (1.1)

ou p est la densité de l'air, k = % est le nombre d’onde, avec w la fréquence de la source et ¢ la vitesse du

son (au repos), M = % est la vitesse moyenne renormalisée, avec vy, la vitesse de I’écoulement moyen, et g
est le terme source : un monopole acoustique harmonique de pulsation w, localisé & z, € Q7 et d’amplitude
As, tel que g := A40,, cos(wt), ol § représente la distribution de Dirac. L’inconnue ¢, le potentiel acoustique,
est telle que ¢’ = Re (gpe*"‘*’t), ou vy — Uy, =0 = ﬁgo’, avec Uy la vitesse totale et U la vitesse acoustique. La
pression acousthue est notée p. Dans le cas ou ’écoulement moyen stationnaire est nul, p et k£ sont uniformes
et M = 0, conduisant & Péquation d’Helmholtz classique A + k?>¢ = g. Dans nos notations, ’exposant co
renvoie vers des quantités propres & ’écoulement uniforme dans QF, tandis que ’exposant 0 renvoie vers des
quantités dépendant de I’écoulement non uniforme dans Q7 telles que pjo- = po(Z), pjo+ = Poo, kjo- = ko(Z),
kjo+ = koo, clo- = co(T), cjo+ = Coo M‘Q— = MO( z), M|Q+ = M. L’écoulement est continu a travers I'no et
tangent & I'. Ainsi, p, k et M sont continus a travers I'oo, et M -7 = 0 sur I', 7i est la normale sortante sur I'.
La condition aux limites sur I' est une condition de Neumann homogene : Vgo 7 = 0 et la condition aux limites
a 'infini est une condition de radiation de Sommerfeld. Les quantités physiques sont associées a des quantités
complexes avec la convention suivante sur, par exemple, la pression acoustique : p <> Re (pexp (—iwt)). Dans ce
qui suit, nous considérons toujours les quantités complexes. Par ailleurs, le produit hermitien de deux vecteurs
U ,W € C3 est noté U - W := Z?Zl U;W;, ol - représente la conjugaison complexe, et la norme euclidienne
associées dans C? est notée || - ||.

Une transformation de Prandtl-Glauert, basée sur la vitesse renormalisée ]\Zfoo, est appliquées au domaine
complet de propagation. Elle consiste au changement de variables spatiales et temporelles suivant

7 = voo (]\7[00:17) My + <a‘c’—(]\7loo~:f)]\2m) Feq,

V2o (1.2)
t = LOM t eR,
Coo
Ol Yoo = —F—— 6t M = M‘lﬁm avec My, = \Moo| La transformation spatiale correspond a une dila-

1_Mgo

tation le long de M d’amplitude v, la composante orthogonale a MOO restant inchangée. Dans ce qui suit,
nous supposons que Mo, < 1, de sorte que la transformation de Prandtl-Glauert est un C*°-difféomorphisme
de © x R dans ' x R, ot ' représente le domaine de propagation transformé. Soit f tel que p(¥) =

f(@)exp (—ikoo’yoo (Moo -f’)), T € Q' fine et fsc sont définis & partir de @i, et . de la méme fagon,

de sorte que fine est connu analytiquement et défini dans R3. Soit ¢(#) := p!exp (ik;oo'yoo (MOO i )) g(@),
7 € Q. Dans ce qui suit, nous considérons systématiquement la géométrie, les inconnues et les opérateurs
transformés, sauf lorsque spécifié autrement. Par souci de concision, les primes sont omis. Pour appliquer la
transformation de Prandtl-Glauert a une équation aux dérivées partielles dans le domaine fréquentiel, il faut
d’abord modifier les opérateurs différentiels de la fagon suivante :

Su- N,  §-0=¥- N, (1.3)
pour une fonction scalaire u et une fonction vectorielle U. Ici, N = T + COOMOOMO{; avec Cpy = "’7@;1 et

Yoo = ﬁ, et V' désigne le gradient par rapport aux variables transformées #’. De plus, on vérifie facilement

que
NV = T4+ Co PN, NN = qa i, AN Ny = NV - BT = 7o P, (1.4)

ot P = M- M. Apres modification des opérateurs différentiels, il faut changer la fonction inconnue par
o(Z) = (@) f(Z), ot a@') := exp (—ikoo'yoo (MOO f’))
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Apreés transformation de Prandtl-Glauert, I’équation (1.1) devient

rK2BS +irkV V' f + V' (irkfV 412V f) =,

our =

¢ = plta~tg. La condition aux limite sur I' devient (irkf‘? + TE@’f) -7l = 0.

(1.5)

B = (14gP)" =M%, V = (1+ qP)NM — qrocMee, ¢ = 7255, 2 = N(I - MMT)N, et

Nous montrons que le probleme et les conditions aux limites transformées sont équivalents au probleme de
transmission suivant, ot 'opérateur de trace v, - de Q7 sur I' est utilisé pour formuler la condition aux limites
;

sur 1’objet solide :

rK2Bf” +irkV -V~ + V- (irkfV +1EVF) =0 in Q7 (1.6a)
Afse+ k2 fie=0 inQF, (1.6b)

i (irka + raﬁf)_ =0 onT, (1.6¢)

Y Ift =% f" =0 onTy, (1.6d)

W =nf =0 onlq, (1.6e)

Jim 7 (W — koo (fF — fgc)) =0. (1.6f)

Nous dérivons maintenant une formulation variationnelle. Soit X, représentant la surface I' ou I'o. Le
produit scalaire dans L*(X), (-,+) 12(x),22(x) : L*(X) x L*(X) — C, est défini par

(i e = [ N@wlis) (1.7)
Ce produit scalaire peut étre étendu en produit de dualité sur H~2 (X) x H2 (X), noté (-, V-4 )1 (%) Nous
définissons maintenant le produit 7
. _1 1
()\ u) o <)‘7M>H*%(X),H%(X) ifxe H Q(X)7 NEHZ(X)7 (1 8)
TH)x F ) —— . 1 _1 :
<u,)\>H,%(X)’H%(X) if e H2(X) , pe H 2(X).
La formulation variationnelle du probléme est : trouver (®, A, p) € H tel que V (®%, \t, pt) € H,
_ _ = 1 _ _
V(®, ) + (N(v5 ®),7 @) + ((D - 21) (A, 7 <I>t> = (Y1fines %0 ) (1.9a)
I
1 _ .
((D — 21) (7o @), Af)r = (SO X)L+ (0 ) = = (Y0fines A (1.9b)
_ -1
(N('YO q))’pt)r‘oo + <(D + 21) (/\)apt) - 5Foc (pvpt) = ('Ylfinmpt)roo ) (19C)
T

avec Pespace produit H := H' (Q27) x H™ 2 (['s,) X H'(T's) et le produit scalaire ((®,),p), (B, X, pt))y =
(‘I)vq)t)Hl(Qf) + ()\’)‘t)H‘%(Fm) + (papt)Hl(ny ol

or.. (p.q) = (%oopﬁrmq)r +®Dr_ > (1.10)

ot S, D, D et N sont respectivement les opérateurs intégraux de simple couche, double couche, transposé
de I'opérateur double couche et hypersingulier et ou 7y, est la trace intérieure de Dirichlet sur I'so, et 7o et
~v1 représentent les traces de Dirichlet et Neumann sur I'y,, lorsque cette trace est continue a travers I'o.
Le parameétre complexe 1, tel que Re(n) # 0, est le parametre de couplage de ’équation intégrale & champs
combinés utilisée pour stabiliser 'opérateur de Dirichlet-to-Neumann sous-jacent. De nombreux détails sur ce
couplage et les propriété des opérateurs intégraux et des opérateurs de trace sont donnés dans le manuscrit de
these, notamment dans la section 3.2.
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Nous montrons que si f est solution de (1.6), alors (f~,~1f,0) est solution de (1.9). Réciproquement, si
(@, A\, p) est solution de (1.9), alors R(®,\) est solution de (1.6) et p = 0, ot R : H — HL_(Q\Iw) est tel
que R(®,N)|q- = @ et R(®,A)|g+ := (=S(A) + D(75 D) + finc)la+, ot S et D sont les potentiels de simple
couche et de double couche. Nous montrons aussi que (1.9) est bien posé & toutes les fréquences de la source. La
preuve repose sur lalternative de Fredholm : (i) 'unicité est montrée grace au lemme de Rellich et une propriété
de continuation unique forte, avec "régularité faible” des coefficients, (ii) la forme sesquilinéaire dans (1.9) est
continue et (iii) cette forme sesquilinéaire peut étre décomposée en une partie coercive (faisant intervenir les
opérateurs intégraux a fréquence nulle) et une perturbation compacte. Les preuves complétes sont disponibles
dans le section 3.7 du manuscrit de these.

L’utilisation de Combined Fields Integral Equations (CFIE) est bien connue pour assurer l'unicité des
problémes intégraux a toutes les fréquences. La formulation proposée (1.9) repose justement sur un opérateur
Dirichlet-to-Neumann défini pour toutes les fréquences de la source par CFIE. Cet opérateur peut étre interprété
comme un cas particulier du formalisme générique proposé dans [69] sous la forme transformation d’opérateurs
de trace, dans le cadre de probléme de transmission de Helmholtz. Notre formulation (1.9) est une extension
de [69] au probléeme d’Helmholtz convecté avec un écoulement non-uniforme dans une région bornée de 1’espace,
pour un cas particulier de transformation d’opérateur de trace dans ce formalisme.

Nous nous intéressons maintenant & l'approximation en dimension finie de I’équation (1.9). Soit M un
maillage tétraédral régulier de Q™. Le maillage Fo, de ', est composé des faces libres de M. Soient has > 0 le
diametre de maille, V/h I’espace des polynomes continus affines par morceau sur M, 59\4 I’espace des polynémes
constants par morceaux sur Foo, et 5/1\4 I’espace des polynomes continus affines par morceau sur Fuo. Soit Haq :=
Vi x Sy x Shy. La discrétisation de (1.9) est : trouver (@ aq, A, par) € Hag tel que, V (F 1, Ny, ply) € H,

a (., At ) 5 (P Mt Pa)) = 0 (s At Pua) » (1.11)

avec a et b directement déduits de (1.9). Dans ce qui suit, nous notons A < B T'inégalité A < ¢B avec ¢ une

constante positive indépendante du diametre de maille et des solutions discréte et continue. Nous montrons la
o . . . _ 1

propriété d’approximation suivante : V(®,\,p) € H?(Q7) x H? (T') x H*(T's),

inf BN p) — (D, A, <h (<1> VI ) 1.12
@) = @i Aats )l S e (1@l + W, + Woles) - (112

Soient (6;)1<i<p, (¥i)1<i<q €t (&)1<i<r, les bases éléments finis pour V/h, 59\/1 et S/l\,l respectivement. La
décomposition de, par exemple, ppq € 5/1\4 sur la base (&)1<i<, est écrite de la forme paq = Y i) pag&i- Ces
fonctions de bases sont a valeurs réelles. Soient

(Prti) 1<i<p ('hfincﬁo_oi)rx 1<i<p
UM = (Ami) 1<i<q J B = - (’YOfinmwi)rx 1<i<q ) (1.13)
(pMi) 1<i<r ('Ylfinmfi)rOC 1<i<r
V(0;,0:) + (N (79 0,7 0:)p | (D —351) (¥),7% ) 0
A= (D - 31I) (WEQj)»l/Ji)FOO —(S(¥5), i)p (&G i) ) (1.14)
(N(’ya%),&-)rx ((D—-31) (¥5)&i)p_ | —0re (& &i)p

ou, dans la définition de A, 7 désigne les lignes et j, les colonnes. Le systéme linéaire résultant de (1.11) est
Aupn = B. (1.15)

Nous montrons maintenant l'inf-sup stabilité de (1.11). Pour toutes les fréquences de la source, si haq est
suffisamment petit, alors pour tout (P, A, paq) € Hag,

stab P ’)\ ; ,‘bt ’)\t7t
sup = (D pt, At pan) 5 (Pl Pi))|

(0,0,0)( @Y, Al (1Pl ) EHLM (@5 At P g

> 1@t A padlly: (116)

Nous pouvons alors en déduire ’estimation d’erreur optimale suivante. Pour toutes les fréquences de la source,
si hag est suffisamment petit, le probleme discret (1.11) a une unique solution (®aq, A, 1) € Hpy, et

” ((pv )\ap) - ((pMa )‘Map/\/l) ||H S inf ” ((I)v >‘7p) - ((I)j\/lv AB\A’pj\/l) ”Ha (117)

CINBTIINEY
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ot (@, \,p) est 'unique solution de (1.9).

Dans le manuscrit de these, nous présentons également une autre formulation variationnelle, qui est sensible
a des fréquences de résonance, pour lesquelles elle admet une infinité de solutions. Cette formulation est appelée
instable, alors que la formulation (1.9) est appelée stable du fait qu’elle est bien posée a toutes les fréquences.
La formulation instable correspondait & une premiere étape dans le processus de recherche et conduit a des
systémes linéaires de plus petite taille que la formulation (1.9).

Les deux formulations ont été implémentées dans le code d’éléments de frontiere d’Airbus appelé ACTIPOLE.
Ce logiciel peut traiter des géométries générales tri-dimensionnelles. Le solveur itératif est un block-GMRES sans
restart, valide pour les systémes linéaires non-symétriques. Ce solveur est optimisé pour prendre en compte les
spécificités de chaque bloc de la matrice A (1.14). Les blocs pleins sont accélérés par un produit rapide utilisant
la fast multipole method. Des techniques de parallélisation “out-of-core” sont utilisées. Le préconditionneur
utilise une combinaison d’inverse approché creux et de factorisation par le solveur direct MUMPS.

De nombreuses simulations ont été réalisées et sont présentées dans le manuscrit de these. Dans un premier
exemple, nous comparons les formulations stables et instables pour justifier que le surcoiit de calcul de la
formulation stable est nécessaire. On considere un ellipsoide de révolution dont I’axe de symétrie est dirigé le
long de 'axe z. Cet objet est inclus dans une boule. La frontiére extérieure de cette boule, apres discrétisation,
est la surface I'o. Un écoulement potentiel est calculé autour de l'ellipsoide et dans la boule, de sorte que
I’écoulement est uniforme a l'extérieur de la boule, de nombre de Mach 0.3 et dirigé le long de l'axe z, voir
Figure 1.2. Un monopole acoustique est localisé en amont de la boule, sur I’axe z. Nous considérons 4 maillages
différents, Mesh 1 & Mesh 4, du plus fin au plus grossier.

FIGURE 1.2 — Gauche : représentation de Mesh 1, droite : écoulement potentiel autour de D’ellipsoide.

Dans la Figure 1.3, nous comparons le conditionnement des matrices obtenues avec les formulations stables
et instables. Le conditionnement des matrices obtenues avec la formulation stable est insensible aux fréquences
de résonance, alors que pour la formulation instable, le conditionnement explose d’autant plus que le maillage
est fin. La formule de Weyl indique que le nombre de fréquences de résonance inférieures a f croit comme f %,
indiquant que le recours a la formulation stabilisée est d’autant plus nécessaire que les fréquences étudiées sont
élevées. La divergence du conditionnement a des conséquences désastreuses sur la qualité du résultat calculé.
Dans la Figure 1.4, nous remarquons que le champ de pression diffracté calculé par la formulation instable est
dominé par I'amplification des erreurs d’approximation, conséquence du mauvais conditionnement de la matrice
associée.

Nous présentons maintenant un cas-test industriel, simulé par Nolwenn Balin & Airbus. Il consiste en un
modele de turboréacteur simplifié, avec des surfaces modales (surfaces sur lesquelles la source acoustique est
définie et décomposée sur une base modale) orthogonales & ¢, voir la Figure 1.5 gauche. L’écoulement lointain
est défini par ]\/foo = —0.3€; et I’écoulement imposé au niveau des surfaces modales est défini par M, v = —0.42¢;.
L’écoulement potentiel dans le domaine intérieur est calculé par un algorithme de point fixe, voir la Figure 1.5
droite. Le diameétre de maille moyen est 83 mm, correspondant & 11.8 x 10° tétraedres et 1.2 x 10° degrés
de liberté. Nous considérons une source modale sur les pales amont de fréquence 200 Hz. Le calcul, accéléré
par la FMM, prend 1h30 sur 160 coeurs. Sur la Figure 1.6 sont représentés les champs de pression acoustiques
correspondant aux deux premiers modes de la source.
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FIGURE 1.3 — Conditionnement de la matrice pour la formulation instable (traits continus) et la formulation
stable (1.9) (pointillés). Gauche : représentations centrées autour d’une résonance, pour les quatre maillages,
droite : large bande de fréquence avec Mesh 2.

Scattered pressure Scattered pressure
02

2
E.O'I
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-0.02

F1GURE 1.4 — Mesh 1, a 1509.849 Hz, une fréquence de résonance. Champ de pression diffracté; gauche :
formulation instable, droite : formulation stable (1.9).

. “
FIGURE 1.5 — Gauche : géométrie du turboréacteur; droite : écoulement potentiel dans le domaine intérieur
(haut : nombre de Mach, bas : densité, calcul par N. Balin.)

FIGURE 1.6 — Pression acoustique correspondant aux deux premiers modes de la source, calcul par N. Balin.
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Chapitre 2

Simulation efficace du potentiel de
gravitation généré par une source
volumique quelconque

Une partie des recherches conduites au Laboratoire de Recherche en Géodésie (LAREG) de 'IGN ont pour
but de répondre aux besoins d’amélioration des références géodésiques, géométriques et altimétriques sur Terre.
Avec l'amélioration et le développement exceptionnel des méthodes de mesures ces deux dernieres décennies
(positionnement par GPS, gravimétrie spatiale, etc), le traitement et 'interprétation des données de géodésie
globale demandent de plus en plus de modélisations analytiques et numériques, que ce soit pour la combinaison
de données de sources hétérogenes ou pour la correction, par exemple, des mouvements d’origine géophysique
des stations de géodésie spatiale. Dans ce cadre, nous pouvons distinguer deux enjeux qui demandent un effort
de modélisation particulier :

— La détermination du champ de pesanteur terrestre a haute résolution est un probleme intrinseéquement
sous déterminé a haute résolution en raison de la faible densité ou qualité des observations disponibles au
sol, mais tres fortement contraint a basse résolution depuis la disponibilité d’observations de gravimétrie
spatiale (missions GRACE [2] puis GOCE [1]). Le LAREG conduit des recherches visant & 'inversion d’une
représentation du potentiel de pesanteur (en fonction de la position et du temps) a partir d’observations
hétérogenes de gravimétrie, a la fois en orbite et a la surface de la Terre sur des réseaux de mesures
complexes. La modélisation précise de la topographie sur le champ de pesanteur est dans ce contexte un
probleme majeur.

— La composante solide de la Terre se déforme constamment sous l'action de nombreuses sollicitations
"externes”, tels que les surcharges climatiques engendrées par les enveloppes fluides de surface (océan,
atmosphere, hydrologie continentale, glace), les marées luni-solaires, ou encore les séismes. Cela se traduit
par le mouvement continuel des stations de mesure de géodésie spatiale et par des variations de pesanteur,
qui entachent la précision et la stabilité de la détermination des référentiels de positionnement & la fois
géographiques (le repére international de référence terrestre dont le LAREG est en charge) et verticaux
(la surface équipotentielle de gravité que l'on appelle ”géoide”). Nous parlons de déformations gravito-
visco-élastiques de la Terre.

Mes travaux réalisés a I'IGN s’inscrivent dans ce contexte de correction de champs de gravitation d’effets
connus. Dans la Section 2.1 un algorithme est proposé pour générer un maillage tétraédrique de fagon efficace,
modélisant la différence entre la Terre et 1ellipsoide de référence WGS84, localement ou globalement sur la Terre
entiere. Dans la Section 2.3, nous proposons une méthode, utilisant la FMM, pour calculer de facon efficace
le champs de gravitation (et ses dérivées premiere et seconde) d’une densité de matiére quelconque et nous
Pappliquons & la correction des effets topographiques (localement ou globalement sur la Terre) et des effets
d’infiltration souterraine d’eau. Enfin, nous proposons dans la Section 2.4 une nouvelle méthode de sommation
rapide pour noyaux invariants par translation.



2.1 Un algorithme de maillage adapté au calcul des corrections to-
pographiques

Cette section correspond au Rapport Rap.4.

Les méthodes classiques de correction topographique consistent a projeter des données sur des bases de
fonctions comme les harmoniques sphériques, les splines ou les ondelettes [103], qui sont calculées & des points
d’un réseau particulier, qui devient de plus en plus dense pour tirer profit de données avec une résolution
grandissante. Les temps de calculs deviennent trés importants et un besoin est exprimé pour des algorithmes
rapides capables d’analyser des données tres volumineuses. Par ailleurs, avec les méthodes classiques, la précision
des données est altérée lors de leur projection sur la base de fonctions considérée. Par ailleurs, certaines bases,
comme les harmoniques sphériques, sont globales (pas de raffinement local possible) et ces bases sont toutes
restreintes a des géométriques sphériques et elliptiques. Les données sont alors exploitées sous forme de densité
surfacique sur ces géométries imposées.

Dans cette section, nous proposons un algorithme pour générer des maillages tétraédriques a partir des
données topographiques ETOPO1 [9] : I'information d’altitude du terrain est utilisée directement, sans projection
ni interpolation. Pour ce faire, un maillage triangulaire est d’abord proposé, a partir d’une sélection uniforme
a la surface du globe des positions associées aux données ETOPO1. Ensuite, la différence entre la surface de la
Terre et ’ellipsoide de référence est ensuite maillée en tétraedre a partir de ce maillage surfacique. Une attention
particuliere est accordée au traitement des cotes ('intersection entre la surface de la Terre et cet ellipsoide de
référence).

Un algorithme de construction rapide d’un maillage triangulaire a la surface d’une spheére

La création d’un maillage homogene a la surface d’une sphere est un probleme connu et traité dans la
littérature. Parmi les solutions existantes, [18] propose une subdivision itérative des 20 faces d’un icosaeédre
régulier, [98] propose la “cubed sphere”; la projection de maillages cartésiens depuis les faces d’un cube inscrit
dans la sphére et [57] propose une subdivision réguliére (en terme d’aire des éléments de la partition) de la
surface de la sphére (HEALPix). Nous proposons une méthode alternative simple pour mailler la surface de la

spheére avec des triangles, calculée en complexité linéaire par rapport au nombre de noeuds du maillage.

VN«
2

équidistantes pour la latitude (i.e. ; = =% +2iy /%, 0 < i < [ YA |) et [V N7 cos(6;] points équidistants sur le
cercle de latitude correspondante conduit a un ensemble de points répartis de fagon quasi uniforme a la surface

<l . . N oy . N } IR . cos(0)
du globe, ot |-] est la partie entiere. En effet, la densité de point a la surface de la sphere est R cos(6)) (=]

qui est approximativement indépendante de la position du point. Nous montrons également que le nombre de
points ainsi choisis est N (dans la limite N > 1).

Notons respectivement 6 et ¢ la latitude et la longitude. Nous montrons que choisir | | + 1 valeurs

Une fois les points déterminés, la construction du maillage triangulaire repose sur une heuristique simple,
illustrée sur la Figure 2.1. Les triangles sont construits récursivement latitude par latitude : en fonction de la
position du point rouge par rapport aux 3 points verts successifs de latitude supérieure illustrés sur la figure,
nous distinguons 4 cas différents conduisant & une mise a jour différent du maillage. En pratique dans nos
applications, ces 4 cas de figure ont été rencontrés, le 2éme étant le plus rare. Le point vert entouré devient le
prochain premier point du triplé de points verts de la latitude supérieure.

FIGURE 2.1 — Illustration des 4 cas possibles sur la construction des premiers triangles de la 3éme valeur de
latitude. La différence entre les cas 3 et 4 réside dans les longueurs relatives des segments [AC] et [BD]
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Par construction, la complexité algorithmique de la procédure de maillage est linéaire en N.

Caractéristiques et comparaison avec des algorithmes existants

Nous appelons “géographique” le maillage constitué des quadrilatéres (projetés sur la sphere) définis par des
valeurs régulieres de latitude et longitude. Dans la Table 2.1, nous comparons notre algorithme avec d’autres
algorithmes classiques, selon les critéres suivants : ’homogénéité de la distribution de points a la surface de
la sphere, 1’égalité de la surface des éléments (en pratique, le bruit des instruments de mesure est intégré sur
les surfaces des éléments lorsque nous représentons des champs acquis expérimentalement). Les distributions
a isolatitudes permettent des traitements rapides par harmoniques sphériques. Pour des raisons pratiques ou
algorithmiques, il peut étre intéressant de pouvoir choisir finement le nombre de points sur la spheére. Dans
notre algorithme, nous pouvons choisir n’importe quel nombre de points sur I’équateur, ce qui conduit a une
certaine souplesse dans le nombre total de points N, qui n’est pas disponible dans les processus de construction
de icosaedre et HEALPix.

notre algorithme | géographique | icosaédre [18] | cubed sphere [98] | HEALPix [57]
distribution homogeéne oui non oui oui oui
éléments d’aire égale approché non approché approché exact
distribution isolatitude oui oui non non oui
complexité linéaire oui oui oui oui oui
densité quelconque oui oui non oui non

TABLE 2.1 — Comparaison de quelques algorithmes pour calculer un maillage a la surface d’une sphere

La Figure 2.2 représente ’évolution linéaire temps de construction du maillage par rapport au nombre de
points du maillage. La construction d’un maillage avec 1 million de points prend environ 1 minute.

time (s)

107}

10* 10° 10
number of points in the mesh

10 10 10

FIGURE 2.2 — Temps d’exécution en fonction du nombre de points dans le maillage.

Pour évaluer la qualité des maillages créés par notre algorithme, nous appliquons I’algorithme suivant,
avec comme condition initiale le maillage obtenu par notre algorithme : nous modifions la position des points
négativement le long du gradient de la 1-énergie du systéme de points définie par 32, ;o y [l#i — z;||7!, en
utilisant un schéma de Gauss-Seidel adaptatif, sans modifier la connectivité des triangles (cela revient & chercher
une approximation des points de 1-Fekete sur la sphére). Notons que cette procédure étant de complexité
quadratique, elle ne peut étre considérée pour des données volumineuses. Ensuite, nous améliorons la qualité
du maillage en considérant chaque paire de triangles et éventuellement en intervertissant ’aréte partagée, pour
qu’elle soit la plus petite possible, selon la Figure 2.3. En comparant le maillage créé par notre algorithme et
son amélioration décrite ci-dessus, nous remarquons que l’écart-type sur la longueur des arétes passe de 0.111 a
0.0662 (les points de Fekete cherchent les écarts de longueurs d’arétes), mais que I’écart-type sur la surface des
triangles passe de 0.0132 a 0.0244. Par ailleurs, la propriété d’isolatitude est perdue.
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% m
FIGURE 2.3 — Cas ol ’'aréte partagée entre deux triangles est modifiée pour diminuer sa longueur

Ainsi, nous remarquons que notre algorithme, basé sur une heuristique simple, jouit de propriétés intéressantes
de la Table 2.1, sans trop s’écarter d’une approximation de la solution optimale des points de 1-Fekete.

Un maillage volumique pour calculer les corrections topographiques

Nous disposons maintenant de données ETOPO1 d’altitudes sur un maillage géographique. Pour créer un
maillage sans modifier les données, nous n’avons pas la liberté de choisir des points sur la surface de la Terre,
mais nous choisissons de ne garder qu'un nombre de points donné par latitude (|v/Nmcos(6;] ), de sorte a
garder une densité homogene a la surface de la sphere, voir Figure 2.4.

@ —@

discarded point discarded point

FIGURE 2.4 — Irrégularités locales introduites par la procédure ; gauche : tous les points sont gardés a I’équateur,
droite : 1 points sur 3 est gardé a I’équateur

Nous expliquons maintenant comment un maillage de la différence entre la surface de la Terre et ellipsoide
de référence WGS84 est obtenu. Le maillage triangulaire obtenu est projeté d’une part sur la surface de la
Terre (avec les informations d’altitude) et d’autre part sur Pellipsoide de référence. L’idée est de construire des
tétraédres entre ces deux surfaces : la Figure 2.5 montre les deux cas de figure avec et sans intersection (présence
de cOte maritime) sur la gauche, et comment les prismes a base triangulaire obtenus sont ensuite resubdivisés
en tétraedre sur la droite. Pour obtenir un maillage uniforme, des subdivisions verticales sont ajoutées dans les
zones d’altitudes importantes.

FIGURE 2.5 — Procédure de création de tétraedres a partir du maillage triangulaire de surface ; sur la droite est
indiqué comment le prisme a base triangulaire ADEFBC est subdivisé en les tétraedres AEFD, ABCF et ACFD

L’algorithme a été appliqué aux données ETOPO1 a différentes résolutions, voir Table 2.2 pour une descrip-
tion des maillages obtenus et les temps d’exécution sur un processeur AMD Opteron 6276@2.3GHz. L’algorithme
est implémenté en python, et pytables [7] est utilisé pour manipuler des données importantes dépassant la taille
de la mémoire vive : en format hiérarchique, les formats de points, triangles et tétraeédres ont une taille respective
de 9 GB, 3.4 GB et 14 GB pour la résolution & 1 minute.

Un avantage intéressant de cet algorithme est la possibilité de créer des maillages de régions locales, de
nombreuses études de corrections topographiques étant réalisées pour des régions limitées. Dans la Figure 2.6
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résolution 1 min résolution 3 min résolution 10 min
temps. exec. nombre temps. exec. nombre temps. exec. | nombre
Points 5h09m07s 148’522°898 49m35s 16°491°636 25m35s 1’482’684
Mail. triang. 3h32m23s 297°002’590 24m10s 32°968’870 02m22s 2’961°046
Mail. tétra. 5h34m55s 891’845’305 49m06s 99'169’384 05m09s 89337982

TABLE 2.2 — Temps d’exécution et nombre de points, triangles et tétraedres des maillages construits

sont représentées des maillages volumiques obtenus avec notre algorithme, oti, pour des raisons de représentation,
les altitudes ont été multipliées par 5 sur la péninsule indienne, et par 10 sur la France.

FIGURE 2.6 — Gauche : maillage topographique pour la région de latitude 0° < 6 < 50° et longitude 60° < ¢ <
120°, avec une résolution de 10 min : droite maillage grossier de la France (région de latitude 42° < 6 < 51°
et longitude —5° < ¢ < 8°) pour identifier les tétraédres, notamment les traitements aux cotes. Les effets
topographiques sont respectivement amplifiés par des facteurs 5 et 10.

2.2 Couplage BEM/FEM pour les équations de gravitation

Considérons le probléme de calcul du potentiel de gravitation suivant :

Ad =1 dans la Terre : Q™

AD =0 exterieur de la Terre : QF
[o®]r =0 continuité du potentiel (2.1)
[11®r=0 continuité de la dérivée normale du potentiel
O(|z]) = 0 décroissance a I'infini

|z|—o00

ol [yo®@]r et [y1®P]r représentent le saut des traces de Dirichlet et de Neumann & travers I’ := 9Q~, la surface
de la Terre.

A Tinstar de la méthode proposée dans le Chapitre 1, nous proposons une méthode de couplage fort pour
les inconnues surfaciques et volumiques. La formulation variationnelle obtenue est : Trouver (®,\) € H'(27) x
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H~2(T) tel que pour tout (', \t) € HY(Q~) x H2(I),

ﬁu6@+uw%¢ym@%+<(b—;)QL%¢OF=—A_@7 .
<(D—%O(%@LM>E—QQ%M%:O,

-

ot nous rappelons que S, D, D et N sont respectivement les opérateurs intégraux de simple couche, double
couche, transposé de l'opérateur double couche et hypersingulier associés au noyau de Laplace et ot vy, est
la trace intérieure de Dirichlet sur I’ et (-,-)r est I'extension du produit scalaire dans L?(I') au produit de
dualité H=2(I') x Hz(I'). Une approximation en dimension finie de (2.2) est introduite de la méme fagon que
pour (1.11). Une approximation de la solution de (2.1) est ensuite obtenue par :

(=S(\) +D(7g ®)) lo+ dans Q7 (2.3)

{ & dansQ UT
ou S and D sont les potentiels de simple couche et de double couche associés au noyau de Laplace.
Dans le code industriel ACTTPOLE, une routine a été ajoutée pour prendre en compte un second membre
non nul pour les inconnues volumiques et les routines d’assemblages des opérateurs intégraux ont été modifiées
pour traiter le cas du noyau de Laplace. Ces développements ont été testés sur les applications numériques
suivantes :

1. boule :
Pour une boule de rayon 1, la solution analytique est radiale, telle que ®(r) = —0.5 + % pour r < 1
et (r) = —317 pour r > 1. Une comparaison entre une solution calculée par ACTIPOLE et la solution

analytique est proposée dans la Figure 3.17. Nous remarquons un écart satisfaisant, étant donné le niveau
de discrétisation du maillage.

=0.05

potentiel

-0.10f

=0.15f

-0.20

—0.25

-0.30f

—0.35f

=0.40

—0.45|

—0.58.

FIGURE 2.7 — Gauche : potentiel de gravitation dans le cas de la boule ; droite : coupe du potentiel de gravitation
le long d’un rayon de la boule - noir : solution calculée, bleu : solution analytique.

2. modele simplifié d’un massif montagneux
Dans cette application, nous considérons un modele simplifié de massif montagneux, voir Figure 2.8. Nous
tragons le potentiel de gravitation le long d’une ligne qui pénétre et ressort du massif deux fois. La solution
est réguliere a l'extérieur du massif, par la régularisation du post-traitement dans le domaine extérieur,
mais moins réguliere a U'intérieur, ou la qualité de discrétisation du maillage a plus d’influence, voir (2.3).

3. correction topographique
En utilisant des maillages (relativement grossiers) générés par la stratégie présentée dans la Section 2.1,
nous obtenons les résultats de la Figure 2.9.

L’outil développé offre une nouvelle technique du calcul du modeéle du champ de gravitation avec les avan-

tages suivants par rapport aux méthodes classiques en géosciences (par ex. les développements en harmoniques
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FIGURE 2.8 — Gauche : potentiel de gravitation sur un massif montagneux et ligne de coupe; droite : potentiel
de gravitation le long de la ligne de coupe.

0.0020946
0.0020679
0.0020412
0.0020145
0.0019878
0.0019611
0.0019344
0.0019077
0.0018810
0.0018543

-150 -100 =50 0 50 100 150

0.002392
0.002306
0.002220
0.002134
0.002048
0.001962
0.001876
0.001790
0.001704
0.001618

—Pt — Pm

FIGURE 2.9 — Gauche : les trois maillages considérés, avec les densités (la correction topograpihque est la somme
des calculs sur ces trois géométries) ; droite : potentiel de gravitation et sa dérivée normale, & 10 km d’altitude

sphériques) : (i) géométrie quelconque, non limitée & la sphére ou lellipsoide de révolution, (ii) possibilité
d’augmenter localement la résolution sans impacter fortement le cofit de calcul, (iii) ajouter des informations
de mesures de sources diverses sur des maillages hétérogenes, tout en prenant en compte la topographie.

Le développement de ce type de modele peut accompagner la formulation des problémes inverses (au sens
treés général) en sismologie et en gravimétrie, ¢’est-a-dire pour la détermination de la structure interne de la Terre
en parametres élastiques, viscosité et densité. Dans ce cadre, ces travaux pourraient contribuer aux recherches
sur la dynamique globale de la Terre solide et sur 1’évolution climatique.

Une perspective de ce travail serait de rendre la procédure compatible avec les solveurs performants d’ACTI-
POLE (Mumps pour la condensation du probléme interne et la FMM pour le probleme surfacique) et la tester
sur des cas de grande échelle. Une autre perspective consiste a développer ces approches de couplage éléments
de frontiere / éléments finis pour les équations gravito-visco-élastiques (couplage entre 1’équation de Helmholtz
a basses fréquences et I’équation de Poisson, pour des rhéologies visco-élastiques) : sans les constantes physiques
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et dans son état le plus simple, le systéme a résoudre s’écrit

— —

AL+ VP = dans la Terre : Q™
AP +V 7= dans la Terre : Q™
Ad = exterieur de la Terre : Q7
[o®]r =0 (2.4)

——

Mm®r =74 |r
ii-Vu |p=0 1<i<3
O(|z]) = 0

|z|—o00

ou u est le déplacement, et qui admet comme formulation variationelle :
Trouver (u,®,\) € HY(Q7)® x HY(Q™) x H~2(T) tel que pour tout (uf,® \) € H(Q7)3 x HY(Q™) x

1

H72(I),

3
Y[ Vvt [ vew- [t
i—0 Y Q- Q-
> 25t | 2 TRt - —FHt > 1 — &t (2.5)
(Vo Vo' +a-Vo!) + (N(y ®), 7 ), + D-31)(N),2®) =0, :
Q- r
1
<(D — 21) (70q>),x) —(S(\), ") =0.
T

2.3 Calcul rapide de champs de gravitations par Fast Multipole Me-
thod

Cette section correspond aux Publications Pub.13 et Pub.14 et aux Exposés Exp.7 a Exp.9 et Exp.20.

Comme évoqué en introduction du manuscrit, de nombreuses applications en géosciences nécessitent de
nettoyer les champs de gravitation mesurés. Dans la Section 2.1, nous avons présenté un algorithme pour
obtenir un maillage tétraédrique pour une densité quelconque de matiere. Une fois ce maillage obtenu, et avec
une densité associée a chaque tétraedre, il nous faut une méthode efficace de calcul du champs de gravitation,
et selon les applications, de ses dérivées premiere et seconde.

Dans cette section, nous présentons une procédure numérique efficace pour le calcul des corrections de
champs de gravitation, reposant sur une méthode d’intégration accélérée par FMM, et avec des applications
au calcul des corrections topographiques, mais aussi une correction due aux masses d’eau infiltrées en milieu
forestier.

Le potentiel de gravitation généré par une densité de masse p est donné par l'intégrale de Newton

0w =6 [ v (2.0

ev [l =yl

ou G est la constante gravitationnelle et dV est I’élément de volume. Les dérivées premiere et seconde de ¢
s’écrivent respectivement

_ 99

6i(x) (x) =G / ) V(). 1< <3 (2.7)
yeY

|z =yl

et

>¢ 3(@i —yi)(z; — yy) i j

Tij(x) := () = G/ p(y) T - e | dV(y), 1<4,5 <3, (28)
v Oz;0z; yev [l = yl® [l = yl?

ot d; ; est le symbole de Kronecker. De nombreuses méthodes ont été proposées pour calculer ces expressions,

notamment des méthodes d’intégration analytiques sur des polyedres [94], des transformations de Fourier ra-

pides [23] et des méthodes utilisant des tesseroides [61] (restreintes & des géométries sphériques et ellipsoidales).

Nous renvoyons vers Pub.14 pour une liste étendue de références.

Fabien Casenave 14 Safran Tech



Il n’existe pas de méthode analytique pour calculer (2.7) pour des distributions de masse quelconque. Dans
un premier temps, la distribution de masse est approchée par un maillage tétraédrique comme présenté dans la
Section 2.1, et ’équation (2.7) devient

N
GZ/ ()L qv(y), 1< <3, (2.9)

DY L P

ot {Vi }1<k<n désigne I'ensemble des tétraedres du maillage (des relations équivalentes sont obtenues pour (2.6)

t (2.8). Une fois exprimées sur un maillage tétraédrique, ces intégrales peuvent étre calculées analytiquement ;
nous considérons en particulier les formules [94, Equation (31) et (51)] respectivement pour le calcul du potentiel
de gravitation et de ses dérivées premiere et seconde. La formule analytique pour calculer g est appelée ici formule
de Okabe. Une autre facon de calculer ces intégrales est d’utiliser des schémas d’intégration numérique appelés
formules de quadrature. Le calcul de g du a Iinfluence du tétraedre Vi est approché par

e~ G Y vl ) PN, 1< <3 (2.10)
s=1 kS

ou S est I'ordre de la quadrature, et {wy, s}1<s<s, {¥,,s F1<s<g sont les poids et points de quadrature associés
au tétraedre Vi, et v(Vy) est le volume de V.

En terme de précision, les formules de Okabe et par quadrature ont un comportement différent : la formule
de Okabe est précise proche des sources (tétragédres) et manque de précision loin des sources ( [77, Chapitre 5] :
accumulation des erreurs d’arrondi machine), tandis que les quadratures ont un comportement opposé (du a la
singularité pour = = yy, s dans (2.10)). Nous évaluons sur la Figure 2.10 la différence relative suivante sur un
ensemble de points d’observation a diverses distances de tétraedres :

_ V2illde(win) — Go(ir)3
i Igo(@ir)ll3

ol || - ||2 est la norme euclidienne dans R3, et go(z;,) et G,(x;,) correspondent & des évaluations de g avec
respectivement les formules d’Okabe et de quadrature.

; (2.11)

r .

10° Relative difference between quadrature and Okabe formulae 107 Relative difference between quadrature and Okabe formulae
— Mesh 1 , — Mesh 1

10t ] — Mesh 2] 107 ¢ — Mesh 2|7
— Mesh 3 10%] — Mesh 3]

102t Mesh 4| | — Mesh 4

107 L

10}

107}

Relative difference in L2-norm
Relative difference in L2-norm

10°}

. . . L A .
10° 10" 10° 10 10° 10° 10° 10° 10' 10
Distance to the barycenter of the tetrahderon Distance to the barycenter of the tetrahderon

FIGURE 2.10 — &, (2.11) pour diverses valeurs de r/c (ratio d’aspect entre la distance au barycentre du tétraédre
et Paréte moyenne) ; gauche : avec une quadrature & 1 point, droite : avec un quadrature & 15 points

L’idée est de considérer, pour chaque point d’observation, deux ensembles de tétraedres : ceux en interaction
proche, pour lesquels les effets gravitationnels seront calculés par la formule de Okabe, et ceux en interaction
lointaine, pour lesquels les formules de quadrature seront utilisées de sorte que chaque formule soit appliquée
dans le régime ou elle est précise. Enfin, les formules de quadrature seront accélérées par Fast Multipole Method
(FMM), rendant la complexité algorithmique de la procédure compléte linéaire par rapport au nombre de points
d’observation et aux nombre de tétraedres, rendant possibles les calculs de tres grande échelle.
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Couplage formule analytique de Okabe et quadratures accélérées par FMM

Dans l’algorithme FMM, la notion d’interactions proches et lointaines au sens de 'arbre a été introduite :
un couple tétraedre et point d’observation sont considérés en interaction proche s’ils sont dans la méme boite ou
des boites adjacentes, et en interaction lointaine sinon. Ainsi, les interactions lointaines peuvent étre accélérées
par FMM car de la forme (7), alors que nous pouvons utiliser 'algorithme de notre choix pour les interactions
proches : dans notre cas la formule Okabe. A données fixées (maillage tétraédrique de la densité de matiere
et ensemble de points d’observations), le ratio d’aspect doit étre choisi de sorte que chacune des formules soit
utilisée dans le régime ou elle est précise, et la distance séparant ainsi les interactions proches et lointaines va
directement déterminer la hauteur de ’arbre. D’autres parametres sont également a choisir : le nombre de nceuds
de Chebychev par dimension dans ’approximation lointaine du noyau et le nombre de points de quadratures.
Une campagne numérique a été réalisée pour déterminer les parametres donnant l’algorithme le plus rapide
garantissant une précision relative de 2 x 10~# sur le résultat du calcul, voir Figure 2.11. Les parameétres choisis

102 Relative accuracy with respect to Octree height

Execution time with respect to Octree height

10°

® - Okabe, quad = 1, Cheb_pts = 4
Okabe, quad = 1, Cheb_pts =5
Okabe, quad = 1, Cheb_pts = 6
Okabe, quad = 5, Cheb_pts = 4
Okabe, quad = 5, Cheb_pts = 5
Okabe, quad = 5, Cheb_pts = 6
far FMM, quad = 1, Cheb_pts = 4
far FMM, quad = 1, Cheb_pts = 5
far FMM, quad = 1, Cheb_pts = 6
far FMM, quad = 5, Cheb_pts = 4 10*
far FMM, quad = 5, Cheb_pts = 5
far FMM, quad = 5, Cheb_pts = 6

quad = 1, Cheb_pts = 4
quad = 1, Cheb_pts = 5
quad = 1, Cheb_pts = 6
quad = 5, Cheb_pts = 4
quad =5, Cheb_pts = 5
quad = 5, Cheb_pts = 6
quad = 11, Cheb_pts = 4
quad = 11, Cheb_pts = 5
quad = 11, Cheb_pts = 6

Execution time (s)
Relative accuracy
ITHITLIT

Octree height 10°; . 5 3 7

Octree height
FIGURE 2.11 — Gauche : temps de calcul des interaction proches (Okabe) et lointaines (far FMM) en fonction de
la hauteur de ’arbre pour 1 et 5 points de quadrature, et 4, 5 et 6 nceuds de Chebyshev par dimension ; droite :
précision relative en fonction de la hauteur de ’arbre pour 1, 5 et 11 points de quadrature et 4, 5 et 6 noeuds
de Chebyshev par dimension. Le calcul correspond a 1,000 points d’observation autour d’un cube discrétisé en
13,712 tétraedres, dont la solution analytique est connue.

sont : une quadrature a 1 point, 5 nceuds de Chebychev et un ratio d’aspect de 2.

Considérons la Figure 2.12 : en comparant la solution analytique connue de la boule avec notre procédure
pour des jeux de parameétres conduisant & une précision de 10~* (dans P'étude présentée dans la Figure 2.11),
nous vérifions que les 4 maillages proposés conduisent & une précision relative de respectivement 107!, 2 x 1072,
3 x 1073 et 1073, Ainsi, il n’apparait pas utile de chercher une précision relative meilleure que 2 x 10~* pour
notre procédure, dans la mesure ou ’approximation de la boule par des tétraedres conduit a une erreur de
modele supérieure, méme dans le cas du 4eme maillage précis de la Figure 2.12.

Pour évaluer les performances de notre procédure et son extensibilité, nous considérons 6 maillages différents
d'un cube, de 10® & 107 tétraédres, sur 32 coeurs répartis sur 2 processeurs AMD Opteron 6276@2.3 GHz, voir
Figure 2.13. Dans chaque cas, le nombre de points d’observation est égal au nombre de tétraedres. Le cas non
accéléré correspond a la formule d’Okabe (extrapolée), pour laquelle nous savons que la précision est mauvaise
pour les interactions lointaines. La complexité algorithmique de notre procédure est bien linéaire & partir de 10°
tétraedres. Le calcul a 10 millions de tétraedres et points d’observation prend 47 minutes, alors que le calcul
non accéléré prendrait plus de 3 ans. Un calcul & 100 millions de tétraedres et 2 millions de points d’observation
a été réalisé sur ce cluster. Les calculs plus gros sont possibles a condition d’augmenter les caractéristiques
matérielles (plus de mémoire vive ou plus de noeuds de calcul pour partager les exigences en mémoire).

Applications numériques

De nombreuses applications numériques sont présentées dans Pub.13 et Pub.14 : des corrections topogra-
phiques dans les régions de ’'Himalaya, de la région parisienne, de la France et de la Terre entiére a I'altitude
de mesure du satellite GOCE. Pour illustrer la capacité supplémentaire par rapport aux outils classiques en
géodésie a traiter des géométries non sphériques ni ellipsoidales, la dérivée premiere du champ de gravitation
autour de la comeéte 67P/Churyumov—Gerasimenko est montrée, ainsi que les effets gravitationnels de masses
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FIGURE 2.12 — Gauche : 4 maillages de précision croissante de la boule ; droite : solution analytique et différence
entre la solution analytique et calculée par notre procédure pour la composante x de ¢ le long d’un rayon du
maillage le plus précis de la boule, pour un ratio d’aspect de 2, 5 nceuds de Chebyshev par dimension et 15
points de quadrature.

10° Execution time with respect to the size of the problem 10°
- - unaccelerated e
;| — FMM accelerated ’

10" .
— acceleration factor

execution time (s)
acceleration factor

10° L L

L
10° 10
number of tetraedrons

10

FIGURE 2.13 — Temps d’exécution pour les calculs non-accélérés et accélérés par FMM et facteur d’accélération
(sur 32 cceurs)

d’eau infiltrées en milieu forestier. Par souci de concision du présent document, nous ne montrons ici que les
résultats sur I’'Himalaya et sur la Terre entiere.

Le maillage utilisé pour le calcul autour de I’'Himalaya a été présenté dans la Figure 2.6, qui correspond a
la différence entre la surface de la Terre et Iellipsoide de référence WGS84 dans cette région. Ce maillage est
composé de 1.2 x 107 tétraedres, et le calcul est réalisé pour 10 points d’observation, localisé 1 cm au dessus des
points topographiques. L’arbre a une hauteur de 11 et 1,327,186 feuilles. Le calcul prend moins de 20 minutes
pour les trois composantes de ¢ sur 16 cceurs (AMD Opteron 6276@2.3 GHz). La correction topographique dans
cette région est représentée sur la Figure 2.14

La Figure 2.15 montre indépendamment les interactions proches et lointaines de la correction topographique
sur 'Himalaya, au sens de notre procédure. Nous remarquons que les deux composantes contiennent un signal
physique, et que les interactions lointaines ne peuvent étre simplement ignorées, car dans notre cas, le ratio
d’aspect a la valeur faible de 2 : un point situé a plus de 2 fois I’aréte moyenne du barycentre d’un tétraedre ne
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FI1GURE 2.14 — Correction topographique sur I’Himalaya, avec un zoom sur le mont Everest : composante normale
de g générée par la différence entre la Terre et 1'ellipsoide de référence WGS84 (en ms~2)

peut ignorer ce tétraedre.

F1cURE 2.15 — Correction topographique sur ’'Himalaya ; gauche : interactions proches; droite : interactions
lointaines

Le maillage utilisé pour le calcul de la correction topographique sur la Terre entiére est composé de 108
tétraddres, 3.3 x 107 triangles et 1.6 x 107 sommets, et le calcul est réalisé pour 2 x 10% points d’observation.
L’arbre a une hauteur de 10, et le calcul prend 6m 30s pour ¢ et chaque composante de § et T sur 16 coeurs
(AMD Opteron 6276@2.3 GHz). La correction topographique est représentée sur la Figure 2.16 pour ¢ et les
composantes de ¢ et T a une altitude de 250km, et pour g, et T, a une altitude de 20km.

Pour montrer un intérét supplémentaire de notre procédure par rapport aux procédures classiques en
géodésie, nous représentons I'anomalie de gravitation d’air libre, calculée avec le logiciel SHTOOLS [116], sur
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FIGURE 2.16 — Correction topographique sur la Terre entiére ; gauche (& 250km) 1.1 : ¢ (en m?s=2), 1.2 : g,, gs,
9o (en ms™2), 1.3 : Ty, Ty, Ty, 14 = Tho, Thp, 1.5 : Ty (en s~2); droite (& 20km) 1.1 g, (en ms=2), 1.2 : T},
(en s72).

la Figure 2.17, sur une base d’harmoniques sphériques de degré 1500 : un phénomene de Gibbs est observé,
ce qui dégrade tres fortement la précision de la représentation du champ. Pour représenter des structures plus
petites, il faudrait encore augmenter 1’ordre des harmoniques sphériques, ce qui amplifiera encore le phénomene
de Gibbs. En revanche, notre procédure peut manipuler des données de trés grande échelle sans sacrifier la
qualité des résultats, puisqu’elle a été construite pour une précision relative de 2 x 1074, qui est déja plus faible
que 'erreur de modele du maillage.
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FIGURE 2.17 — Illustration du phénomeéne de Gibbs avec une représentation de I'anomalie d’air libre sur une
expansion en harmoniques sphériques de degré 1500 sur ’ellipsoide de référence WGS84, calcul par L. Métivier

2.4 Une méthode de sommation rapide et adaptative pour noyaux
invariants par translation

Cette section correspond a la Publication Pub.2 et aux Exposés Exp.7 et Exp.8

Dans cette section, nous combinons ’Empirical Interpolation Method et la Fast Multipole Method pour
proposer une méthode de sommation rapide pour noyaux invariants par translation. L’originalité repose sur
I’approximation des interactions lointaines, qui se fait non pas sur une base d’approximation choisie a priori,
mais adaptée a chaque nouveau noyau considéré. L’EIM n’est pas utilisé dans sa version classique, mais une
version rapide (cependant sous-optimale en terme d’approximation) telle que dans chaque étape de 'algorithme
glouton, les données sont parcourues de fagon parcimonieuse. Pour les noyaux inhomogenes, ou le probleme
d’approximation est différent d’un niveau & l'autre dans ’arbre, 'EIM va générer des approximations avec un
nombre adapté de points d’interpolation, ce qui conduit a des gains importants par rapport aux méthodes
classiques.

Une approximation compatible avec la FMM

Nous présentons la méthode en 1D, mais elle est facilement extensible en 3D — les simulations numériques
présentées sont en 3D. Considérons un noyau K (z,y), (z,y) € 2xQ, ot Q@ = (—£, £) est le domaine complet ot
la FMM sera calculée. Le domaine € est partitionné en 2 intervalles, € N*, de longueur 2l,., avec I, := 27" L.
Ce noyau est supposé invariant par translation : K(z,y) = K(x —a,y—a), Ya € R. Considérons deux intervalles

I et J, bien séparés dans le sens ou ( min |z — y| > 2l,;. Pour généraliser aux dimensions supérieures, I et J
z,y)eIXJ

sont appelées “boites” dans la suite; c; et ¢; sont les centres des boites I et J. L’approximation EIM du noyau
sur I x J s’écrit :

ZAIJszl) (zfy), wel, yel, (2.12)

l,m=1

ol les exposants I et J indiquent les boites dont dépendent les quantités considérées. Par exemple, x € I
et yl € J. Selon la Remarque 0.1, cette approximation EIM du noyau n’est pas compatible avec une FMM
multiniveau.

L’idée est d’utiliser 'invariance par translation du noyau et d’étendre le domaine de définition d’'une des
deux variables du noyau dans I’approximation des interactions lointaines. Considérons Iy := {z — cj,z € I }
pour toute boite J dans le partitionnement de € et toute boite I bien séparée de J , et définissons Jy la boite de
longueur 2,; localisée au centre de £ (notons que Jy n’est pas une boite du partitionnement de €2). Dans notre
cas, Jo = (—ly, 1) et Io = (=L +1,;, —3l,.) U (3., L — l,;), voir Figure 2.18. Considérons un EIM sur I x Jy et
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FIGURE 2.18 — Représentation du partitionnement de €2 en 1D pour x = 3 et des boites correspondantes Iy et
Jo-

un sur Jy X Ip, en utilisant I'invariance par translation de K, on peut montrer la relation suivante

d d d
K(z,y) =~ ZK(.’E —cr,y) Z A;{OT’;? ZK (20, yo + ey —er) Z AIO’JOK( r2y—cy)xel,yeld
I'=1 m’'=1 m=1

(2.13)
ou les dépendances des quantités en certains domaines sont a nouveau indiquées par des exposants. Pour
les noyaux symétriques, une seule approximation EIM est utilisée. En particulier, le terme dépendant de x
( K(z —cr,y?) ) est indépendant de la boite J, et le terme dépendant de y ( K (29,4 —cs) ) est indépendant
de la boite I. La formule (2.13) fait maintenant intervenir deux approximations EIM et quatre sommes, mais
est maintenant compatible avec une FMM multiniveaux.

Tous les détails sur les manipulations algébriques sont donnés dans la Publication Pub.2, ou est également
présentée, pour des raisons pédagogiques, une premiere FMM mononiveau. Ici, nous donnons simplement les
formules utilisées dans notre FMM multiniveaux, sans détailler les calculs. Une attention particuliere doit étre
portée sur les domaines de définitions des approximations EIM disponibles a chaque niveau de I’arbre.

Considérons un ensemble de N points d’observation {Z;}1<;<n, N points source {y;}1<j<n dans Q, et N
potentiels {o; }1<;<n, avec N > 1. Notre FMM multiniveaux doit aboutir & une approximation en complexité
algorithmique meilleure que O(N?) de la sommation suivante :

Zaj (Zi,9;), 1<i<N. (2.14)

La FMM cherche & compresser les interactions lointaines notées

Z Z o, K(z;,795), pour tout boite I et tout z; € I. (2.15)
JEF(I) g€

Les notations et concepts autour de la FMM ont été introduits dans I’introduction.

Une FMM multiniveaux

Les domaines introduits au niveau k de I'arbre sont I} = (=L + Iy, —3l3) U (3lg, L — I3,), and JE = (—lx, 1),
et un indice k est ajouté aux quantités dépendant du niveau de I'arbre. L’exercice consiste a déterminer des
formules de récurrences pour propager I'information du sommet & la racine (passe upward), puis de la racine au
sommet (passe downward).

Nous appelons EIFMM la procédure proposée de FMM multiniveaux reposant sur une approximation des
interactions lointaines par EIM. EIFMM est présenté dans 1’Algorithme 2, ot les étapes 3 et 6 sont des étapes
supplémentaires par rapport aux FMM multiniveaux classiques, conséquences de notre approximation origi-
nale (2.13) de rang faible des interactions lointaines.

La complexité algorithmique de EIFMM est donnée dans la Table 2.3. Pour que I’étape 4 de I’Algorithme 2
et le calcul des interaction proches soit de méme complexité algorithmique par rapport a N, nous devons
imposer (2P)% oc N2(2P)~*  conduisant & une complexité globale en O(N). Le choix pour la hauteur de I’arbre
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Algorithm 2 EIFMM multiniveau
1. (M2M début) Calculer W

m

= Zgjeﬁ ng(xf,Qn, y;—cr=), pour toute boite I au niveau x et tout 1 < m < d~

, I* RN SR fa Ik JEPL gkt
2 (M2M) Calculer par récurrence Wy, =370 Aplq ™ 3 jiiacemy K(zm + e — e, yp® YW,

pour toute boite I¥ aux niveaux Kk — 1 >k > 0 et tout 1 < m < k1

3. (Etape sup. upward) Calculer Wllk = Ei;l AII(’”’LJO WI , pour toute boite I* & tous les niveaux 0 < k < K
et tout 1 <[ < d*

+. (M2L) Calculer gf:, = ZJ"‘GI(I’*‘) Zil K(mﬁ,,yl‘](); +cge — c[k)VT/le, pour tout boite I* & tous les niveaux
0<k<kettout 1 <m <dF.

k—1 k—1 yk—1 k
s. (L2L) Fixer lfi, = gg, et calculer par récurrence lf:, = gm, + ZZ =1 pJ7q, ! K(a:;i;’/ + e —
k 1 k
CP(I*); yp )lZ;,(I ) pour toute boite T* aux niveaux 1 < k < k et tout 1 < m/ < gk—1
6. (Etape sup. downward) Calculer lAlI/K = Zi:,, A;’ﬂ;f,"l pour toute boite I" au niveau x et tout 1 < I’ < d~

7. (L2L fin) Calculer fr pirmm(7i) = Zld;l K(z; — Clw,yl, )lAlI,H', pour toute boite I* et tout z; € I au niveau
K

Step number | Complexity
1 dN

d3 (2D ) K

d2 <2D ) 3

| O U x| W DO
ISH
W
—
[\
g
~—|—

fn NZ(2P) 7"

TABLE 2.3 — Complexité algorithmique des étapes de I’Algorithme 2 (pour le niveau le plus cher) et du calcul
des interactions proches; ny est le nombre maximum d’éléments dans la liste d’interaction d’une boite (4 en
1D, 40 en 2D et 316 en 3D).

minimisant le coiit total est £ o log(N) et un nombre constant de points par boite au sommet de ’arbre. Grace
aux formules de récurrence dans la FMM multiniveaux, 1’étape 4 de I’Algorithme 2 fait intervenir une somme
sur les boites J* dans la liste d’interaction de I*, dont le nombre d’éléments est indépendant de N, alors que
dans une FMM mononiveau, cette somme se fait sur les boites bien séparées de I*, dont le nombre d’éléments
dépend de I*. La complexité algorithmique des étapes 2, 4 et 5 est réduite en précalculant certains termes.

Optimisation de la complexité algorithmique

Dans leur implémentation pratique, des étapes de compression supplémentaires sont classiquement appliquées
pour réduire au maximum les temps d’exécution. Nous présentons d’abord des étapes de précalcul adaptées aux
spécificités de notre algorithme, puis nous évoquons simplement des compressions plus classiques pour la passe
de transfert (M2L). Nous avons implémenté les optimisations présentées ici.

Précalculs pour les étapes M2M et L2L

Considérons I'étape 2 de 1’Algorithm 2 au niveau k. En déﬁnissant la matrice KI'J" = K(a:m +cmr —

m,p
’”*1 k ogk+1 k+1 ghk+1 k1

Crh+1, yp ), 1<m<dF, 1<p<d"*!, nous remarquons que W =D Jkriec(rr) KT AL e Wt
. k+1 k gk+1 k+1 gk+1 N , k+1 gk+1 k gk+1 t N

La matrice KMQ‘JJW =K Al peut étre précalculée par ((AIO Jo (KT )t) , ou chaque

. . k_ gkl . . . o .
produit matrice-vecteur pour chaque colonne de (K1">7" " )? est calculé en résolvant des systémes linéaires faisant
intervenir les matrices B et I' des EIM correspondants (voir I'introduction) pour préserver la précision numérique

. ’ Lo Ik g+t ’ s .
(au lieu de précalculer une matrice inverse). Notons que Kj,33, ne dépend que des positions relatives de I k

k41 k41 k. D , Ik gkt \
and J"T", et comme J est un enfant de I¥, il y a seulement 2% opérateurs K5, différents, ou D est la
dimension de I’espace contenant les particules. Ces opérateurs sont notés Ki,,,, 1 < i < 2P et I'étape 2 de
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I’Algorithme 2 au niveau k est réduite a
2D

Wi = ZKMQMW : (2.16)
i=1

ot JFT1 désigne le i®™° enfant de I*. Cette étape est maintenant de complexité algorithmique d?2P(2°)* au
niveau k, et de complexité dominante d?2P(2P)r~1 = ¢%(2P)*. La méme optimisation est faite pour I'’étape 5
de I’Algorithme 2, réduisant sa complexité algorithmique a d?(2P)".

Optimisation de ’étape M2L

Cette étape est connue comme étant la plus cofiteuse, et de nombreux efforts ont été consacrés pour réduire
son temps d’exécution sans dégrader la qualité du résultat. Nous utilisons ici la procédure SArcmp proposée
dans [89], en ladaptant a notre algorithme.

Considérons un niveau k, une boite I* & ce niveau, et une boite J* dans la liste d’interaction de I* . Le vecteur
8 := cjx — cpe dépend seulement des positions relatives de boites I* et J*. Ainsi, il y a seulement n; = 77 — 3P

matrices (appelées M2L) Kg ;=K (x;] ‘?,y;.]é + ¢) différentes par niveau. Supposons que les algorithmes EIM
ont été exécutés pour une erreur relative € sur ’approximation lointaine du noyau, conduisant a la sélection de
dy, points d’interpolation. Les matrices M2L sont organisées dans une grande matrice K,y := [K N G ¢ 5"1],
ol Kgyy € R&*m1dk  Deux matrices rectangulaires U,V sont calculées par un fully pivoted ACA, de sorte
que | UV — Kgat|lp < €| Kgat|r, ol | - |F est la norme de Frobenius. Ensuite, deux décompositions QR sont
calculées, telles que U = QuRy et (V)! = Qv Ry, et une SVD de RU(RV) est également calculée. Notons s;,
1 <4 < dyg, les valeurs singulieres de RU(RV) en ordre décroissant, et U V les matrices unitaires telles que
Ry(Ry)t = U diag(s )V. Les deux filtres suivants sont appliqués : nous gardons les premieres j valeurs singuliéres

J j—1
telles que (i) 32 < e < =%, (i) 2231 >1- Z;S Notons 7 le nombre de valeurs singuliéres retenues,
i=1 % i=1 %
et UTk et ‘A/Tk les r;, premieres colonnes de respectivement U et V. En suivant [53], nous montrons que les étapes
M2L peuvent étre réduites & des produits matrice-vecteur de taille r X ry (au lieu de taille dy x dj) faisant
intervenir les matrices C% := UTTk K 5UTk, et quelques précalculs de plus faible complexité algorithmique.
Ensuite, la méme compression est appliquée localement sur chaque opérateur M2L compressé C°. Cette
fois-ci, le fully pivoted ACA est appliqué sur chaque C?, conduisant comme précédemment a des matrices
U and V. Les décompositions QR, SVD et filtres sont appliqués de la méme fagon, sélectionnant les valeurs
singulieres si. Les matrices rectangulaires Usk et Vsk sont construites, ainsi que la matrice diagonale S, , dont
leb entrées diagonales sont les racines carrées des valeurs singulieres sélectionnées. Enfin, nous construisons
QUU%S% € R"™ %% and V = SV, L@t € Re*>7k  de sorte que C? est approché par U, V . Ainsi, les
prodults matrice-vecteur de taille rk X Tk faisant mtervenu" les matrices C° sont remplacés par deux produits
matrice-vecteur de taille ry x s, faisant intervenir les matrices ﬁsk et Vsk.

Applications numériques en 3D

L’algorithme EIFMM a été implémenté en C++, en utilisant la librairie open source scalfmm, voir [40].
Dans notre implémentation, les étapes de précalcul EIM et les optimisations SArcmp sont codés en C++ en
utilisant BLAS et LAPACK, et stockés en fichiers binaires. Ces précalculs sont ensuite lus par la librairie scalfmm
modifiée pour nos besoins.

Nous comparons notre algorithme et son implémentation avec la Black-Box FMM [53], dans sa version
symétrique optimisée [89] disponible dans scalfmm. A notre connaissance, il s’agissait de I'implémentation la
plus récente au moment de cette étude. Notons que dans notre procédure, ’EIM va automatiquement sélectionner
une approximation des interactions lointaines avec un contréle de ’erreur. Comme Black-Box FMM ne dispose
pas d’un contrdle a priori de I'erreur, nous déterminons par dichotomie, pour chaque comparaison numérique,
le nombre de points d’interpolation de Chebyshev optimal au niveau de précision requis. En faisant ainsi, nous
nous assurons que les tests avec Black-Box FMM ne sont pas artificiellement ralentis avec une valeur trop
grande du nombre de points d’interpolation. L’intérét principal de notre approche étant une approximation des
interactions lointaines de facon adaptative dans chaque niveau de I’arbre, nous illustrons notre approche sur des
noyaux inhomogenes.

Cas tests a 1 million de points

Considérons des ensembles de points dans Q = (—0.5,0.5)3, pris (i) aléatoirement selon une loi uniforme
dans Q, (ii) aléatoirement selon une loi uniforme sur une sphere de rayons 0.5 et (iii) par transformation de (ii)
en un ellipsoide, voir Figure 2.19.
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FIGURE 2.19 — Ensembles de points considérés dans l'application numérique; de gauche a droite : aléatoire
(5000 points), sphere (10100 points), et ellipsoide (1944 points). Ces valeurs sont choisies pour des raisons de
représentation et des ensembles plus grands seront considérés dans ’application numérique.

Considérons les 3 cas-tests présentés dans la Figure 2.19 : 10° sont pris aléatoirement dans le cube unitaire
avec un arbre de hauteur 6 (cas appelé "cube®), 992,046 points & la surface d’une spheére et d’un ellipsoide, avec
respectivement des arbres de hauteur 8 et 9 (cas appelés ”sphére“ et “ellipsoide®). Les calculs sont réalisés en
séquentiel sur un processeur Intel(R) Core(TM) i5-m560@2.67 GHz et 4 GB de mémoire vive.

Les Figures 2.20, 2.21 et 2.22 présentent les temps d’exécution pour les interactions lointaines accélérées par
FMM en fonction de 'erreur relative sur la somme, respectivement pour les noyaux @7 e et Vr2 +1,
pour les 3 cas-tests (cube, sphére et ellipsoide). Grace & une approximation faisant intervenir moins de points
d’interpolation, EIFMM utilise moins de mémoire que Black-Box FMM, et dans les figures, les points manquants
correspondent & des cas nécessitant plus de mémoire que disponible avec notre matériel, pour lesquels EIFMM
a pu étre utilisé mais pas Black-Box FMM. Pour les trois noyaux considérés, en particulier pour les deux
derniers, EIFMM est plus rapide, grace a la sélection optimale et automatique du nombre optimal de points
d’interpolation a chaque niveau dans l’arbre. Par exemple, pour le noyau e~" sur l’ellipsoide et une erreur
relative de 107, la Black-Box FMM a besoin de 6 points d’interpolation par dimension (216 en tout), alors
que EIFMM requiert respectivement 167, 74, 36, 21, 13, 10, 9, et 4 points d’interpolation aux niveaux 2 a 9 de
Iarbre. Au fur et & mesure que nous montons dans les niveaux de I’arbre, le probléme d’interpolation devient
plus facile et EIM sélectionne de moins en moins de points d’interpolation pour une approximation de la méme
qualité.

Du fait de la décroissance rapide du noyau e~ 2, d’autres méthodes dédiées ont été proposées, comme la fast
Gauss transform [60]. Dans les cas considérés ici, la plus grande valeur possible pour r est /3 dans le cube (de

T

’l”2
)

la Figure 2.19), ot I’évaluation du noyau est toujours & 5% de la valeur maximum & r = 0 pour le noyau e~
et la capacité de notre procédure a traiter les noyaux inhomogenes peut étre correctement illustrée.
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FIGURE 2.20 — Temps d’exécution pour les interactions lointaines accélérées par FMM en fonction de I'erreur

relative sur la somme, pour le noyau @; noir : Black-Box FMM symétrique, bleu : EIFMM. De gauche a
droite : cas tests cube, sphere et ellipsoide.

La Table 2.4 les temps de précalcul et les temps d’exécution pour les noyaux COS(T&, e et Vr2 4+ 1 sur le
cas-test du cube. Remarquons que, pour étre siirs de ne pas désavantager Black-Box FMM, nous comparons avec
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FIGURE 2.21 — Temps d’exécution pour lezs interactions lointaines accélérées par FMM en fonction de l'erreur
relative sur la somme, pour le noyau e~ ; noir : Black-Box FMM symétrique, bleu : EIFMM. De gauche a
droite : cas tests cube, sphere et ellipsoide.
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FIGURE 2.22 — Temps d’exécution pour les interactions lointaines accélérées par FMM en fonction de I'erreur

relative sur la somme, pour le noyau v/r2 + 1; noir : Black-Box FMM symétrique, bleu : EIFMM. De gauche a
droite : cas tests cube, sphere et ellipsoide.

des précisions relatives de EIFMM légerement meilleures. Dans les cas considérés, EIFMM devient avantageux
(i.e. les temps de précalcul de EIFMM sont compensés par des interactions lointaines plus rapides) si 'on a 2
a 18 sommes a réaliser. Notons que d’un calcul a 'autre, la position des points et la valeur des potentiels peut
changer : seul 'arbre doit rester identique.

Pour les cas-tests avec plus de points, I’étape M2L devient trés cofiteuse, et 'avantage de EIFMM peut
apparaitre des le calcul de la premiere somme.

Cas-test a 100 millions de points

Nous c2onsidér0ns 10® points pris aléatoirement dans le cube unitaire dans un arbre & 9 niveaux, avec le
noyau e~ " . Les calculs sont réalisés en séquentiel sur un processeur Intel(R) Xeon(R) E5-4620 v2@2.6 GHz et
128 GB de mémoire vive.

La Table 2.5 présente la précision relative et les temps d’exécution pour toutes les étapes du calcul avec
EIFMM et Black-Box FMM. Avec une précision meilleure, EIFMM est plus rapide que Black-Box FMM, incluant
les temps de précalculs (augmenter la précision du calcul avec Black-Box FMM nécessiterait plus que 128 GB
de mémoire vive). Notons que pour ce cas-test faisant intervenir un nombre important de points N, les temps
de précalculs d’EIFMM sont négligeables : ces temps ont une complexité algorithmique linéaire par rapport au
nombre de niveaux dans 'arbre, et donc logarithmique par rapport a N.
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noyau cos(20r) e r2 41
algorithme EIFMM | BBFMM | EIFMM | BBFMM | EIFMM | BBFMM
précision relative 2x107% | 4x107* [ 2x107% [ 3x107% | 1x10° | 2x10°°
temps de précalcul EIM (s) 73 - 30 — 10 -
temps de compression (s) 177 - 33 - 1.1
temps de construction de larbre (s) 3 3 3
temps de calcul des inter. lointaines (s) 52 69 5.4 37 3.5 4.3
temps de calcul des inter. proches (s) 32 30 16
nombre d’appels minimum a EIFMM 18 2 14

TABLE 2.4 — Temps de précalculs et de calcul pour les noyaux %rzw)’ e et V2 + 1 sur le cas-test du cube. La
derniere ligne contient le nombre de sommes FMM minimum a réaliser pour étre plus rapide que la Black-Box
FMM (BBFMM), prenant en compte tous les temps de précalcul.

algorithme EIFMM Black-Box FMM
précision relative 7x107° 6x 1014
temps de précalcul EIM 22.8 s -
temps de compression 1.3 s
temps de compression de ’arbre 9 min 10 s
P2M (1) 1 min 13 s 2 min 17 s
M2M (2-3) 31s 49 s
M2L (4) 10 min 39 s 53 min 01 s
L2L (5-6) 41 s 59 s
L2P (7) 1 min 42 s 3 min 55 s
temps total de calcul des interactions lointaines | 14 min 46 s | 1 h 01 min 01 s
temps de calcul des interactions proches 19 min 36 s 19 min 36 s
temps total 43 min 56 s | 1 h 29 min 47 s

TABLE 2.5 — Précision relative et temps d’exécution pour le cas-test a 100 millions de points. P2M, M2M, M2L,
L2L et L2P correspondent respectivement aux étapes (1), (2-3), (4), (5-6) et (7) dans I’Algorithme 2.
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Chapitre 3

Travaux sur les méthodes de réduction
de modele physique

3.1 Application de la méthode des bases réduites a I’étude d’un
probléme aérothermique multi-échelles

Cette section correspond a la Publication Pub.20.

Ce travail est un projet de recherche en modélisation, répondant a une problématique industrielle. L’approche
utilise des méthodes récentes au moment de I’étude, mais ne contient pas de nouvel algorithme en réduction de
modele. Nous présentons alors tres brievement le contenu de 1’étude et renvoyons vers la Publication Pub.20
pour les détails.

Nous considérons un probleme multi-échelles 2D d’aérothermie en aviation civile. Nous souhaitons déterminer
le champ de température dans un avion en conditions de vol, avec présence d’une climatisation. Des composants
électroniques ventilés sont présents dans la soute, et constituent une source de chaleur, introduisant une deuxieme
échelle dans notre probleme.

Dans un premier temps, trois modeéles sont développés en FreeFEM++ (voir [64]), pour étudier le champ de
température dans la cabine ; du plus compliqué au plus simple : (i) les équations de Navier-Stokes dans I’approxi-
mation de Boussinesq, (ii) un découplage entre les équations de Navier-Stokes incompressibles stationnaires et
I’équation de la chaleur, et (iii) un découplage entre un écoulement potentiel et I’équation de la chaleur. Nous
vérifions que dans le cas de la climatisation d’une cabine d’avion, seule ’approximation de Boussinesq permet de
calculer correctement le champ de température : la thermique ayant un effet important sur le champ de vitesse.
Ensuite, nous considérons un modele de composant électronique refroidit par un écoulement forcé. Dans ce cas,
le nombre de Péclet est important, environ 104, indiquant que les effets convectifs forcés sont dominants devant
la convection induite par les flux thermiques locaux. Effectivement, nous remarquons sur la Figure 3.1 que le
découplage Navier-Stokes incompressible stationnaire avec I’équation de la chaleur donne le méme résultat que
Papproximation de Boussinesq (alors que le modele potentiel est trés différent).

Dans un second temps, nous appliquons la méthode des bases réduites pour déterminer les parametres du
composant électronique qui minimisent la température moyenne sur le circuit intégré. La formulation variation-
nelle de I'équation de la chaleur a résoudre est : trouver 1), € My, tel que VO € M,

/ pocp (uns - VO)T + kEVO - VT + % / pocpdiv (ung)TO = q/ T, (3.1)
Q Q Q

Ic

ol py est la densité supposée constante, c, est la capacité thermique, £ est la conductivité thermique, unsg
est le champ de vitesse précalculé par notre solveur Navier-Stokes incompressible stationnaire (porteur de la
convection forcée), Q¢ est la partie du domaine correspondant au circuit intégré, et out My, est un sous-espace
de dimension finie de H},, o () = {T € H' (Q) |Tr,, = 0, T périodique sur I'yer}, avec Iper une partie du bord
du composant électronique. La quantité d’intérét est s, = I(T),) = (f, TH)HA(Q) =q szc T,,. La forme bilinéaire

intervenant dans (3.1), notée a,,, est coercive et non symétrique.

in

Pour ce faire, nous utilisons un algorithme glouton construisant un modele réduit pour le probleme de
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temp.| temp.|

F1cURE 3.1 — Gauche : champ de vitesse, droite : champ de température, pour les cas de Boussinesq, Navier-
Stokes et potentiel, dans le systéme international d’unités

thermique (3.1) et son probléme adjoint, et nous utilisons l’estimateur d’erreur suivant

NG @ 1GR3 1y )

W )
QLB,u

|SIFL{B,*RB o 85E| < A

ou s est notre quantité d’intérét construite par le modele réduite, s;™ correspond a son estimation par le
modele haute-fidélité, ||G, T 1P| m1(q) correspond a la norme duale du résidu (entre estimation réduite et haute-

fidélité) du probleme direct et ||G7,WRB|| m1(q) correspond a la norme duale du résidu du probleme adjoint, et
ol agp,, est une borne inférieure pour la constante de coercivité oy, et a,(.,.) (une borne dans le cas continu
est arp,, = min(k,)). Les problémes direct et adjoint, ainsi que l'estimateur d’erreur (3.1) sont calculés en
complexité indépendante de la taille du probleme haute-fidélité en utilisant une hypothese de dépendance affine
en les parameétres considérés.

Résultats numériques Le probleme haute-fidélité a 9,012 degrés de liberté, et la procédure gloutonne
entrainée sur un échantillonnage de 20,000 points de ’espace paramétrique a sélectionné 10 fonctions de base.
Les parameétres choisis sont Kic, Kboard, Kair 1€ conductivités thermiques du circuit intégré, du support du
composant et de l'air et ¢, la capacité thermique de I’air, variant dans les intervalles suivants (dans le systeme
international d’unités) :

RB,*RB FE
w p

RIC Kboard Rair Cpair
min | 0.5 0.06 | 0.028 | 1080
max 5 0.6 0.032 | 1120

Les parameétres relatifs a ’air sont ici des parametres incertains et non pas des parametres de design.
L’évolution du maximum de 'estimation d’erreur A, pour j € Dy,ia1 et la valeur correspondante de I'erreur
|35B’*RB — sEE| sont représentées sur la Figure 3.2, avec la valeur de l'estimateur pour une valeur prise au
hasard du parametre.
Une fois le modéle réduit construit, nous appelons pour une valeur du paramétre prise au hasard (voir la
Figure 3.3) :
— Estimateur d’erreur a posteriori : 7.24 x 1076
— Erreur : 1.20 x 1076

— Température du circuit intégré : estimation du modele réduit 40.99 K ; estimation haute-fidélité 40.96 K
différence relative = 0.074 %

La durée des différentes étapes de ’algorithme sont

— phase offline : 8min37s
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o Evolution of estimators and error during the greedy algorithm

| | | |
S w N =
-

Logarithm of estimator and error
&

-6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Size of the reduced basis

FIGURE 3.2 — Evolution du maximum de I'estimateur d’erreur A, for un p € Dyyiar (a), valeur correspondante
de Derreur |siB*RB — sFE| (b) et estimateur d’erreur A, pour un fi € D pris aléatoirement, (en dehors de Diyial)

()

— une évaluation du modéle haute-fidélité : 0.28s

— une évaluation du modele haute réduit : 1.4 x 1065

Temp.
25

Temp.

0.02
~oie

FicURE 3.3 — Champs de température pour le composant électronique ; gauche : modele réduit ugg, centre :
modele haute-fidélité urg, droite : différence urg — urgp

3.2 Une méthode POD-EIM pour les probleme de thermique tran-
sitoire non-linéaire avec une convection importante

Cette section correspond au Rapport Rap.2 et aux Exposés Exp.18 et Exp.19.

Dans cette section, nous appliquons la réduction de modele par projection sur I’équation de la chaleur
transitoire non-linéaire, en présence d’effets de translation importants, pour modéliser le moulage de matériaux
monocristallin, comme motivé dans I'introduction du manuscrit. La méthode “Apparent Heat Capacity” est
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utilisée pour modéliser le changement de phase du superalliage, ce qui introduit de fortes non-linéarités. Nous
détaillons comment I’EIM et la DEIM sont utilisées pour la construction efficace du probléme réduit dans la
phase online (la DEIM est appliquée sur des quantitiés intégrées comme proposé dans article originel [35]).
Dans les applications considérées, 'EIM est plus stable que la DEIM appliquée sur les quantités intégrées.
Les effets de translation sont connus pour étre mal réductibles : des bases POD locales sont utilisées pour
améliorer la réductibilité et améliorer le speedup. Nous illustrons comment les instabilités du modele réduit
par POD-EIM peuvent étre améliorées en enrichissant I’ensemble d’apprentissage d’EIM, stoppant la sélection
gloutonne de fagon prématurée et en remplacant le systeme linéaire résolu dans la phase online d’EIM pour
des moindres carrés régularisés. Enfin, la méthodologie est appliquée au moulage d’une aube de turbine basse
pression industrielle.

Modeéle haute-fidélité

Nous considérons une structure 2, située dans un four a haute température. La structure est translatée
hors du four par le bas : la frontiére de la structure située a lintérieur et a l'extérieur du four est notée
respectivement 0Qn et 9. Nous nous plagons dans le référentiel de €2 : la translation est ainsi prise en
compte par des conditions aux limites dépendant du temps, voir Figure 3.4.

translation of the oven

oven

00N
0Np

canal for single crystal selection

FIGURE 3.4 — Modélisation de la structure d’intérét Q2

La conservation de 1’énergie issue de la premiére loi de la thermodynamique en I'absence de travail s’écrit

ou

ou V est un volume de matiére quelconque et OV sa frontiere, n est la normale extérieure sur 9V, u 1’énergie
interne volumique, ¢ est la densité de flux thermique (q-n|gy est la chaleur perdue par le volume de matiere vers
lextérieur), et r est une source de chaleur volumique. Dans notre cas, r = 0. Le théoréme de flux-divergence
appliqué a l'intégrale de surface dans (3.2) fournit la relation locale % 4+ V -q = 0. En utilisant la loi de Fourier
g = —AVT, ou T est 'inconnue de température, A est la conductivité thermique (supposée étre une fonction
connue de la température), I’évolution de la structure satisfait I’équation de la chaleur transitoire non-linéaire
suivante :

0

8—? —-V-(AVT)=0 in Q x [0, tg] (équation de la chaleur),  (3.3a)
AVT -n=0 in 9Qx x [0, tp] (condition aux limites de Neumann homogeéne),  (3.3b)
AVT -n=oce(T*—T7) in 0Qg x [0, tx] (condition aux limites de radiation),  (3.3c)
T = Toven inQatt=0 (condition initiale),  (3.3d)

ou Tyven €t Tp sont des températures constantes de référence, n est la normale extérieure sur 0Qr, o est
la constante de Stefan-Boltzmann et € est le coefficient d’émission de surface du matériau considéré pour la
structure €. Un schéma d’Euler implicite est utilisé pour la discrétisation temporelle et une base éléments-finis
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{®i}i<;i<n- dont I'espace engendré est noté V, est utilisée pour la discrétisation spatiale. Le systeme d’équations
non-linéaires obtenu s’écrit

u (T —u (T .
Fi(Tiat) = / ( t+A2t ( t)%' +/ A (Tirae) VTt - Vo, _/ o€ (Tt4+At ~T3)¢; =0,1<j<N.
Q Q P

Qr
(3.4)

Nous utilisons un algorithme de Newton pour résoudre le systéeme (3.4) & chaque pas de temps :

DF
DT (TthrAt) (Tt]i:rAlt - TthrAt) =-F (TtﬁAt) ) (3.5)

ou les exposants k désignent la k-éme itération de ’algorithme de Newton, TtOJr Ar = 1t les éléments de RY sont

identifiés avec les éléments de V (par exemple T}, o, € RV est identifié avec Y7 | (T}, at); 05) et BF (T ae) €

RNVXN est tel que

DF 1
(DT)ZJ (TthrAt) = At /Q c (TthrAt) Pip; + /Q A (Ttﬁm) Vi V;

(3.6)
3 dA L.
_/ doe (T pr)” i +/ aT (T} ar) 0iVTE AL - Vi, 1 <id,j <N,
00n Q

ou énergie interne volumique u(7T) et la capacité thermique volumique ¢(T') = g—;ﬁ sont supposées des fonctions

connues de la température. Nous choisissons d’ignorer le dernier terme dans (3.6) pour obtenir une matrice
tangente symétrique, comme cela est souvent fait en pratique. Nous renvoyons vers [72] pour des discussions sur
I'utilisation de la partie symétrique de la matrice tangente dans des schémas de Newton pour I’équation de la
chaleur non-linéaire.

Pour éviter le tracking effectif de I'interface solide/liquide, la chaleur latente de fusion est modélisée par la
méthode Apparent Heat Capacity (AHC) [25,91], qui consiste en un maximum local de la fonction de capacité
thermique autour de la température de fusion, voir Figure 3.5 pour des représentations des dépendances en
température de la capacité thermique volumique et de la conductivité thermique considérées. La méthode AHC
introduit des effets non-linéaires autour de la température de fusion, qui doivent étre pris en compte correctement
par le modele réduit, sans dégrader la stabilité du schéma numérique. Nous référons aux tests avec AHC quand
la capacité thermique volumique ¢; de la Figure 3.5 est utilisée, et sans AHC quand ¢y est utilisée. Dans le
reste de la section, lorsque nous étudions la précision du ROM, nous utilisons “erreur” pour faire référence a la
moyenne temporelle des erreurs relatives en norme L?(().

700 | —a(T) 400 | — X(T)
C2 (T)
600 7 300 |
500 | = _—
)y 200
400 f ~
I I I I I I I I
0 500 1,000 1,500 0 500 1,000 1,500
T (en °C) T (en °C)

FIGURE 3.5 — Gauche : capacité thermique volumique (en J.m~3.K~!) (¢; contient un modeéle pour la transition
de phase liquide-solide dans le contexte de la méthode Apparent Heat Capacity) ; droite : conductivité thermique
(en W.m—L K1)

Considérons un domaine paramétrique P, un compact de R", r € N*  nous introduisons le probléme pa-
At . ; Iz u
ramétrique : connaissant 73", trouver 17, », tel que

F“(TtiAt) =0. (3~7)
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Modeéle réduit

Supposons que le probléme (3.7) a été résolu pour certaines valeurs paramétriques, produisant une collection
de champs de température solution Ty, 1 < s < N, appelés snapshots, ot s est un indice décrivant les valeurs
de parametres et de temps des résolutions. Le modele réduit consiste en une méthode de Galerkine similaire
a (3.4), mais écrite sur une base d’ordre réduit (v;)i<i<n, avec n < N, obtenue comme un post-traitement des
snapshots Ty, au lieu de la base éléments-finis {¢;}, ., . La procédure est décomposée en deux étapes : (i)
I'étape offline, ou I'information sur le modeéle est apprise et toutes les opérations en complexité algorithmique
dépendant de N sont exécutées, (ii) I’étape online, ol le probléme réduit est construit et résolu : c’est la phase
d’exploitation, exécutée efficacement, c’est-a-dire en complexité algorithmique indépendante de N.

Etape online

Le modele réduit est résolu avec un algorithme de Newton réduit :

gi (Tt+At) (Tt’iAlt Tf+At) - ]:(Tt+Af) (3~8)

ol T bAr = =1, (la solution réduite connue au pas de temps t), les éléments de R™ sont identifiés avec les éléments
de V := Span {®;},_,., (par exemple Tt+At € R” est identifié avec Y7, (Ttﬁm) i), et F( t+At) € R" est
tel que

w(TF ) — u(T, . 4, '
Fi(TH ar) 12/ - tAt <I> +/ MTEat) VT ac -V / oe <(Tt+At) - Té) ®;,1<j<n,
Q2 Nr

et DF (TH_M) € R™ ™ est tel que

DF . . - o
<DT> <Tt+At> = / ( t+At) ;P +/ A(Tt’im)vq)i Vo _/ 4U€Tt?ikAt(I)i(I)j71 Shjsn,
i Q o0

R
(3.10)
ou la contribution non-symétrique a été ignorée, comme expliqué précédemment. La solution réduite est obtenue

N n N
comime Tt+At = Zi:l (Tt+At) ) (I)l
K3

Notons que méme si (3.8) est un systéme linéaire d’inconnue Tt’fAlt Ttk+ A de taille n, et donc peut étre
résolu en complexité algorithmique indépendante de N, sa construction nécessite des intégrations sur le domaine
Q et la surface 0Qg. Ainsi, en plus de la construction de la base d’ordre réduit {®;}, <j<n»> Vétape offline doit
contenir un traitement additionnel assurant la construction online efficace de (3.8), comme détaillé ci-dessous.
Cette étape est souvent appelée hyperreduction.

Le speedup du modeéle réduit est défini comme le rapport entre le temps de calcul du modéle haute-
fidélité (3.83) et celui du modele réduit (3.8).

Etape offline

La premiére partie consiste au calcul de la base d’ordre réduit (¢;)1<i<n. Nous utilisons la Snapshot POD,
detaillée dans I’ Algorithm 3 présenté dans la Section 3.5.3. La deuxieme partie est I’hyperreduction, pour assurer
une construction online efficace de (3.8).

Dans cette section, nous comparons 'EIM et la DEIM pour I’étape d’hyperreduction, comme décrit ci-
dessous.

Empirical Interpolation Method

L’EIM a été présenté dans l'introduction, et la phase d’apprentissage offline est détaillée dans I’Algorithm 1.
Considérons le premier terme dans (3.9). Nous disposons de la collection de snapshots Ty et des champs d’énergie
interne volumique u(Ty), 1 < s < N.. En appliquant EIM sur {1,---N.} x Q 3 (s,2) — u(Ts)(z) € R, nous
obtenons :

o
z)~ Y Digu(Ta)(@)u(Ty) (), (3.11)

l,m=1

ot I’échantillonnage Qgample pour €2 est la collection des nceuds du maillage et les exposants -“ référent a la

quantité étant approchée. En appliquant EIM sur tous les termes requis, le membre de droite de (3.8) peut étre
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approché efficacement par

d® d* n
Fi@Ea) = Y (a0 @h) = u(@B) @) Qs+ 3 ANTE AN @)Y (Thar) Qi
m=1 m=1 i=1
Jauad (3.12)
_ Z ( t+At) xquad)Qquad+/ 06T61¢j,1 Syﬁn,
0Qr

Oﬁ Q?n] . Zl 1 mAt fQ )(I) m'LJ Zl 1Dl m fQ T>‘ V(I) V(I) et
Qq“dd = ;1:; unad /. o0n oeT ql,adfb ®;, avec les exposants quad signifiant que EIM a été appliqué sur la

fonction {1,--- N.} x Q3 (s, ) s T4(z) € R. De méme, l'opérateur linéaire dans le méme de gauche de (3.8)
peut étre approché par

DF . AR \
DT (Tt+At) ~ Z (Tt+At)( myi,j T Z AT, +At ) m.i,j
1,7

m=1 m=1

1 (3.13)
Jtriple
ptriple Qtriple 1<i i<
- t+At T ") myjrt =0 =T,
ot QS = S Jo c(Tse) @i @5 et Qmple = e Dtrlple Joq. 40€T3,..®;, avec Pexposant triple si-
myi,g T =1 m o€ myi,j =1 o0y *0¢€ tllple 7, avi Xp p

gnifiant que EIM a été apphque sur la fonction {1,---N.} x Q3 (s,z) — T3( ) €R.
Notons que toutes les opérations en complexité algorlthmlque dépendant de N concernent les termes @y, /.,
i, I Qqua ,Q5ije fo:g};, qui sont indépendants des valeurs courantes de parameétres et temps : ils peuvent
étre precalcules dans la phase offline.
Discrete Empirical Interpolation Method

Dans DEIM, une premiere POD est calculée avant que 1’Algorithme 1 ne soit exécuté : considérons une base
f o d ) f
POD {\Ilk}lgkgd telle que f(z,y) = > 1, (f(x, ),\Ilk)L2(Dy)

fonction {1,---d} x Dy, > (k,y) — \Ili(y) € R. Comme la premiere variable est déja discrétisée, nous n’avons

\Ili(y) Ensuite, 1’Algorithme 1 est appliqué a la

besoin que d’un échantillonnage Dy .

pour D,. Notons que puisque dim <1S<pka<nd <\I!£>> = d, nous pouvons

construire une approximation avec d termes : \Ifi(y) = Zimzl Dl’m\Ifg(l)(y)\Ili(ym), ol y,, sont des valeurs
prises dans Dyample> ¢ €st une permutation de {1,---d} et D = F~T avec F},, = \Ilg(l)(ym). Ainsi, cette fois, la
compression de données n’est pas pilotée par un critere d’arrét sur I’algorithme glouton, mais par une tolérance
sur la compression de la POD. En utilisant cette approximation dans la décomposition de f sur la base POD
{\Ili} , nous obtenons :

1<k<d

Q

f(z,y)

d
Z Dun i ( <Z( >L2(Dy) Wi(@m))

l,m=1 k=1

(3.14)

l,m=1

Bien que cette approximation puisse étre utilisée sur les mémes objets que dans la section précédente, la
DEIM a été initialement proposée dans la littérature pour I'approximation des quantités intégrées directement.
Par exemple, considérons a nouveau le premier terme dans (3.9). Nous disposons de la collection de snapshots
Ts et des termes assemblés Fy'; := At Jou(Ts)pi, 1 < i < N, 1 <s < N, En utilisant la snapshot POD

(Algorithme 1) avec la matrice de corrélation C;fs = Zz 1 FriFei 1 <1y s < N, nous construisons une base
Ui, 1<k <d* pour FY,. Enfin, en utilisant (3.14), nous obtenons I'approximation DEIM :

N gi
. Iy, ! ™k .
Kt/Qu(THM)(I)j ~ ;‘I’j,im/ t+At Jpi ~ ;@] Zlgl D} ‘i Cu(l (At/ (THM)@%) 1< j<n,
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o i%, 1 < m < d“, sont des valeurs prises dans {1,--- N} et associées a I'approximation de Fg ;- Notons que

bien que le terme ﬁ fQ u(Tﬁ_ At)‘Piﬁm doive étre évalué pendant 1@ phase online, I'intégrale peut étre évaluée en
complexité algorithmique indépendante de N. Soit m € {1,---d"}, P'union des supports des fonctions de base
éléments finis qui sont non nulles au nceud % correspond & 1'union des éléments qui partagent le nceud %, :
notons cet ensemble S¥. L’intégrale sur ) est alors remplacée par une intégrale sur S%. L’union de tous les
domaines locaux 8% est appelée le domaine d’intégration réduit.

La méme procédure est appliquée pour 'approximation de chaque terme de 'opérateur tangent (3.10) apres
réorganisation des matrices en grands vecteurs, comme proposé dans [26] avec la Matrix-DEIM.

Expériences numériques et stabilité

Nous renvoyons au Rapport Rap.2 pour une présentation exhaustive des résultats.

Implémentation

Pour résoudre le probleme haute-fidélité (HFM) (3.4), le solveur éléments-finis Z-set [90] est utilisé, et
une nouvelle condition aux limites de radiation dépendant du temps a été implémentée dans ce solveur pour
calculer les termes fBQR o€ (T;ﬂrm — Té) p; et IBQR aeTtiAtcpZ-cpj dans (3.6) avec une frontiere 0{2p dépendant
du temps pour modéliser la translation du four. L’étape offline a été implémentée par modification des routines
d’assemblage de Z-set, et le modele réduit (ROM) (3.8) est exécuté par une librairie maison en python. Pour
I'EIM, I'assemblage du ROM repose sur une librairie python externe, mais pour la DEIM, les termes intégrés
online sont calculés avec des appels de routines d’assemblage de Z-set. Comme nous n’avons pas programmé de
sessions interactives de Z-set, chaque intégration online avec DEIM nécessite de lancer une nouvelle session de
Z-set, ce qui pénalise fortement les speedups.

Pour des besoins de visualisation et d’exploitation, un plugin paraview [5] a été développé sous la forme d’un
"programmable filter”, ou les parametres peuvent étre modifiés directement par 'utilisateur dans l'interface,
pour obtenir une mise a jour des champs réduits solutions en temps réel dans la fenétre de visualisation.

Comparaison EIM/DEIM sans translation

Nous considérons un modele simplifié d’aube de turbine haute pression, avec N = 3,296, ou nous rappelons
que N est le nombre de degrés de liberté de la solution du HFM, voir Figure 3.6. Nous résolvons (3.3a), avec
une condition initiale (3.3d). Les conditions aux limites (3.3b)-(3.3c) sont remplacées par une condition aux
limites de Neumann : un flux constant sur les surfaces des conduits de refroidissement internes et un flux nul
sur le reste de la frontiere. L’évolution transitoire est calculée pendant 20 secondes, discrétisées en 20 pas de
temps. La base d’ordre réduit est construite a partir de cette résolution et le ROM est testé sur cette méme
configuration. La comparaison d’EIM avec DEIM est présentée dans la Table 3.1, et le domaine d’intégration
réduite construit par DEIM est illustré dans la Figure 3.7.

sans AHC avec AHC
temps HFM 124 s 174 s
hyperréduction EIM DEIM EIM DEIM
temps offline 39 s 85 s 51s 143 s
longueur decomp. | 6/ 11 10/12 | 18 /19 |19/20
speedup 8 x 103 3.9 8 x 103 2.8
erreur 2x107% [ 2x1072 [ 2x1073 68

FIGURE 3.6 — cas FIGURE 3.7 — cas
TABLE 3.1 — cas test aube HP-Tu : comparaison des perfor- .« aube HP-Tu : test aube HP-

mances EIM et DEIM ; longueur decomp. : les deux nombres maillage, canaux de Tu  :  domaine

correspondent aux approximation du membre de droite et de refroidiss,,ement in- d’intégration

I'opérateur linéaire de (3.8) respectivement ternes en rouge réduite  de  la
DEIM

Nous notons d’abord que avec AHC, les non-linéarités sont plus fortes et le temps de résolution du HFM est
plus long, ceci étant dii a une convergence plus lente de I’algorithme de Newton. EIM et DEIM sélectionnent
également plus de termes avec AHC. Notons que EIM conduit & un meilleur speedup dans les deux cas. En
particulier avec AHC, DEIM conduit a des erreurs importantes.

Réductibilité, précision et stabilité en présence de translation

Nous sommes en présence des phénomeénes suivants :
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[P1] 1l est connu que la POD a des performances limitées en présence de forts effets de convection : la matrice
de corrélation construite par la snapshot POD (Algorithm 3) n’est pas réductible, et un nombre important
de modes sont sélectionnés. Des solutions ont été proposées, par exemple dans [29] ou les snapshots, sujets
a des effets de convection importants, sont transformés par des changements de variable de sorte que
leur combinaison linéaire conduit & une expression plus précise et compacte pour la solution réduite, en
présence de conditions aux limites de périodicité. Des stratégies utilisant des éléments similaires ont été
proposées dans [22,29,70,93].

Nous proposons d’améliorer la réductibilité en utilisant des bases POD locales, comme introduites dans [11,
114] : les snapshots sont classifiés et regroupés en clusters selon une certaines notion de similarité, ou la
dimension peut étre réduite. Dans notre cas, la translation est connue, et les cluster de snapshots similaires
sont simplement construits en les regroupant par position proche du four. Dans la phase online, le ROM
va automatiquement changer de base locale en fonction de la position du four de fagon efficace grace au
précalcul des produits scalaires (@', q)jB)1<i<nA \<i<np» PoUr toutes bases locales adjacentes O et ®B,

1<i<n? 1<i<nB. Lutilisation de bases locales améliore le speedup, car chaque base locale contient
un petit nombre de vecteurs de base et le systéme linéaire (3.8) & résoudre online est plus petit. Cependant,
cela conduit & une plus mauvaise compression des données; dans le cas extréme d’autant de bases locales
que de snapshots, aucune compression de données n’est obtenue : toute 'information contenue dans les
snapshots est conservée.

[P2] L’EIM a une mauvaise précision lorsque "approximation est appelée loin de ’échantillonnage utilisé pen-
dant la phase d’apprentissage, en particulier en régime d’extrapolation. Dans I’Algorithme 1, nous avons
supposé que nous disposions de la valeur de la fonction f(x,y) & approcher dans des sous-ensembles
Disample €t Dysample’ suffisamment grands pour capturer le comportement de f sur les domaines conti-
nus complets D, et D,. Lorsque nous appliquons EIM pour approcher le terme non-linéaire u(7T)(x)
dans (3.11), nous utilisons comme échantillonnage de la variable spatiale la collection des nceuds du
maillage du HFM, ce que nous pouvons supposer adapté a la représentation de u(Ts)(z). Cependant,
nous utilisons seulement N, valeurs pour le parameétre et le temps (correspondant aux snapshots T,
1 < s < N,.), ce qui représente l'ensemble des snapshots a notre disposition. Nous ne pouvons faire mieux,
puisque supposer un échantillonnage riche signifierait résoudre le HFM pour un grand nombre de valeurs
de parametres, ce qui n’est pas raisonnable dans notre contexte de réduction de modele. En pratique,
cet échantillonnage est insuffisant et un nouveau parametre considéré dans la phase online peut conduire
a évaluer l'approximation EIM en dehors de I’échantillonnage utilisé dans la phase d’apprentissage, et
potentiellement en régime d’extrapolation.

tras- Comme Tt’im €
Span {®}, ., .,, par construction, nous proposons l’enrichir le domaine d’apprentissage d’EIM en construi-
sant des valeurs test de T" prises dans Span {®}, <i<n- En pratique, nous prenons quelques perturbations
aléatoires des valeurs de T rencontrées pendant les résolutions du HFM dans Span {®}, _,_,,, comme fait
dans I’Exposé Exp.19. o

Lorsque le ROM est résolu, I’approximation est appelée pour la solution courante Tk

[P3] A linstar de toute méthode d’interpolation, EIM peut étre sujet au sur-apprentissage. Nous observons dans
nos simulations numériques que lorsqu’une grande précision est imposée dans ’étape gloutonne d’EIM,
le conditionnement de la matrice B in (5) devient important, et la valeur absolue des coefficients A de
Papproximation (4) devient grande. Nous référons & Iintroduction de [97] pour une revue de références
traitant ce probléme, ou les solutions apportées consistent a prendre plus de points EIM pour une variable
que pour l'autre et en remplacant le systeme linéaire par un moindre carré. Méme si ce phénomene est
intrinseque a la méthode EIM, et qu’une bonne convergence de ’algorithme glouton conduira a un systéeme
linéaire online mal conditionné, nous avons tout de méme proposé une meilleure construction numérique
de Vopérateur B dans la Publication Pub.18. Dans [14], les auteurs proposent de borner les coefficients
de la décomposition EIM (les A de Papproximation (4)), en fonction de leur comportement dans la phase
offline de I'algorithme EIM.

Nous proposons d’appliquer des remedes classiques du sur-apprentissage : un critére de convergence moins
restrictif dans l’algorithme glouton et remplacer le systéme linéaire de la phase online d’EIM par une
minimisation avec régularisation de Tikhonov (reg.-LS).

argmin ||Fw — b2 + of|w|2, (3.16)

weRd
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une minimisation aux moindres carrés sous contraintes d’une solution a composantes positives (NNLS)

argmin ||Fw — b||2. (3.17)

weER+T?

Dans la suite, nous présentons de fagcon non-exhaustive des expériences numériques illustrant les problemes
de stabilité décrits ci-dessus en présence de non-linéarités fortes de la méthode AHC et des effets de translation.
Entin, une application est présentée sur le moulage d’une aube de turbine basse-pression (Tu-LP).

Expériences numériques sur la stabilité du ROM POD-EIM en présence de translation

Nous considérons deux expériences : le soudage de plaques métalliques et le moulage d’une barre métallique,
voir Figure 3.8. Dans le premier cas, le probléme (3.3a)-(3.3d) est considéré, tel que N = 1698, avec 200 pas de
temps et un parametre : la température du four. Dans le deuxieme cas, une condition aux limites de Neumann
avec un flux positif constant est imposé sur la projection du laser mobile sur les plaques et une condition
aux limites de radiation (3.3c) est imposée sur le reste de la frontiére, avec N = 1764, 200 pas de temps et
un parametre : la puissance du laser. Dans les deux cas, si cela n’est pas mentionné autrement, la capacité
thermique volumique ¢; (avec AHC) et la conductivité thermique A définis dans la Figure 3.5 sont utilisées ; les
snapshots considérés dans la phase offline correspondent aux résolutions du HFM a deux valeurs distinctes du
parametre, et le ROM est ensuite testé a la valeur paramétrique moyenne.

a). moulage dune  barre

S b). soudage de plaques métaliques
métallique

FI1GURE 3.8 — Champs de température au début et a la fin des processus de moulage et soudage

Expérencel : moulage d’une barre métalique

La Figure 3.9 présente une comparaison de la précision du ROM sans hyperréduction, et quand EIM est
utilisé sans régularisation et avec les régularisations NNLS et reg.-LS avec a = 0.01 dans (3.16). Les intervalles
paramétriques sont centrés sur 1320°C pour la température du four. Avec ce choix, la barre métallique est liquide
au début de I'expérience et refroidie en deca de la température de fusion. Nous notons que sans hyperréduction,
la précision du ROM ne dépend pas beaucoup de la taille de I'intervalle paramétrique. Au contraire, avec EIM
et ses stabilisations, plus l'intervalle paramétrique est grand, moins le ROM est précis. Avec AHC, les effets
non-linéaires sont plus forts, et la précision du cas de référence sans hyperréduction est environ un ordre de
grandeur plus mauvaise que sans AHC. Notons que avec AHC et I’'EIM classique, seul le cas ot le ROM calcule
la méme configuration que le HFM est stable. La stabilisation ne semble pas dégrader significativement la
précision, puisque le ROM avec AHC reste un ordre de grandeur moins précis que sans AHC, a ’exception de
reg.-LS pour les petites tailles d’intervalle paramétrique.

Dans une autre expérience, avec des tailles d’intervalle paramétriques de respectivement 40 et 80, avec AHC
et PEIM classique, le ROM est stable pour un critére d’arrét de 10~2 pour EIM, et instable pour 10=%, 1075 et
1076,

Expérience 2 : soudage de plaques métalliques

Dans ce cas, nous considérons un enrichissement d’EIM avec 3 vecteurs additionnels par snapshot, obtenus
comme modifications aléatoires des coefficients de la décomposition sur la base POD avec une amplitude de 10%.
Plus précisément, prenons un snapshot T et projetons-le sur la base POD comme .-, (T, ®;) ®;. Un nouveau
snapshot est généré comme Y. v; (Ts, ;) ®;, ol ; sont des tirages aléatoires d’une distribution uniforme sur
(0.95,1.05). Avec une précision de la POD et de EIM fixés & 10> et des expériences avec respectivement 1 base
POD globale et 4 bases POD globales, I'EIM est instable, tandis que ’EIM enrichi avec nos choix est stable,

Fabien Casenave 36 Safran Tech



51074
5} 1
z |
2107
& 1
g i
—~
21076
I~ 1
S i
g 7 |
o .
<% i P P / -
7 | < <
£107%
3 | o
A T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140
——no hyper. w/o AHC  —4—no hyper. w/ AHC
——EIM w/o AHC —EIM w/ AHC

—— EIM-NNLS w/o AHC —<— EIM-NNLS w/ AHC
—— EIM-reg.-LS w/0 AHC —4— EIM-reg.-LS w/ AHC

FIGURE 3.9 — Erreur du ROM par rapport au HFM avec et sans AHC, pour différentes techniques d’hy-
perréduction et différentes tailles d’intervalles paramétriques

avec des speedups de respectivement 102 et 1.4 x 102. Notons qu'un EIM est calculé pour chaque POD locale,
de sorte que 'hyperréduction soit dédiée a chaque variabilité locale.

En conclusion, dans notre contexte d’équation de la chaleur transitoire avec AHC et des effets de translation,
la correction [P1] conduit & un meilleur speedup, et si le ROM devient instable, des modifications de EIM
peuvent améliorer la stabilité : enrichir 'ensemble d’apprentissage d’EIM [P2] ou limiter le sur-apprentissage
d’EIM [P3] avec un critére d’arrét prématuré ou remplacer le systéme linéaire dans les évaluations online d’EIM
par un moindre carré avec régularisation de Tikhonov ou un moindre carré a poids positifs.

Un ROM POD-EIM paramétrique pour le soudage d’une aube de turbine basse pression
industrielle

Nous considérons une aube de turbine basse pression industrielle, dont le maillage est représenté dans la Fi-
gure 3.10, et le probleme (3.3a)-(3.3d) avec N = 25062 et 200 pas de temps. Les solutions du HFM sont calculées
en 3245 s. Les variabilités sont modélisées par 4 parametres : trois pour la description de la capacité thermique
volumique ¢, (T) = 3.7 x 1054 + 3.5 x 105 gsarctan (0.01u3(T — 500)), et un parametre 4 pour la température
du four. Les snapshots sont générés avec quatre résolutions HFM aux valeurs paramétriques (u1, fa, f3, fia) :
(0.95,0.95,1.15,1282.5), (1.15,1.15,1.05, 1307.5), (0.85, 1.05, 0.85, 1332.5) et (1.05,0.85,0.95,1357.5). Nous illus-
trons dans la Figure 3.10 que lorsqu’une base POD globale est utilisée, les effets de translation conduisent a
des modes oscillants et une réduction limitée. En utilisant 200 bases POD locales, le ROM est exécuté a la
valeur paramétrique (1,1,1,1320) avec 'EIM classique. Utiliser autant de bases POD locales que de pas de
temps revient & ne considérer que les corrélations paramétriques dans la snapshot POD, au lieu de considérer
les corrélations paramétriques et temporelles avec une base unique. Le speedup est 1.4 x 10* et l'erreur est
vérifiée & 104, Une comparaison du ROM et du HFM est illustrée dans la Figure 3.11.
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FIGURE 3.10 — De gauche a droite : maillage de Paube Tu-LP ; 1¢*, 2¢m¢_3eme et 31°™¢ mode POD (base globale)

Duration online :0.221196

Speedup : 14671.2 |

F1GURE 3.11 — Gauche : ROM-POD EIM avec 200 bases POD locales ; droite : solution de référence du HFM

3.3 Variantes de I’Empirical Interpolation Method : formulation
symétrique, choix des normes et extension rectangulaire

Cette section correspond a la Publication Pub.12.

Dans cette section, nous proposons une définition d’EIM équivalente & la définition classique, mais pour
laquelle les deux variables de la fonction approchée jouent un role symétrique. Ensuite, nous donnons une
preuve pour 'existence de cette approximation, et obtenons la convergence d’EIM, pour toute norme utilisée
pour calculer I'erreur dans I’algorithme glouton. Enfin, nous étendons la présentation aux cas ou le nombre de
points sélectionnés pour chaque variable est différent, cas correspondant classiquement a la Gappy-POD. Dans
le cas d’un champ physique mesuré par des capteurs, il peut étre utile de prendre en compte le cas d’un capteur
défectueux tout en gardant l'information fournie par le champ associé.

Comme présenté dans I'introduction, dans la phase offline d’EIM appliqué a 'approximation d’une fonction

f: X xY — R sont sélectionnés des points (z1,...,z4) € X% et (y1,...,94) € Y¢ de facon gloutonne, tels que
1 = argmax || (f = Ie(£) (2, )= ), (3.18a)
Yr+1 = argmax | (f — Iu(f)) (11, 9)l, (3.18b)

ou I(f) est Papproximation construite a partir des k premiers points (z;,y;), I € {1,...,k}. La méthode est
efficace quand lerreur f — I;(f) est petite pour des valeurs raisonnablement faibles de d. Nous rappelons que
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la fonction Iy(f) vérifie la propriété d’interpolation [83, Lemma 1] : pour tout m € {1, ...,d},

Li(f) (@, ym) = f(2,ym), forallz e X, (3.19a)
Li(f)(@m,y) = f(zm,y), forallye. (3.19D)

Soit U := {f(x,"),z € X}. Les éléments de U sont des fonctions de ) dans R.

Théoréme 3.1 (Existence de la décomposition, [83, Theorem 1]). Supposons que les points d’interpolation
soient choisis selon (3.18a)-(3.18b) et que d < dim Vect(U). Alors, la représentation & variables séparées I;(f)
est bien définie.

Nous avons montré par ’Equation (6) que I;(f) peut étre réécrit dans la forme équivalente

Id(f)(x’ y) = Z Dl,mf(xla y)f(l’, ym)v (320)

1<l,m<d

ou la matrice D dépend des points zj, ym, I,m € {1,...,d}. La propriété d’interpolation (3.19a)-(3.19b) est
vérifiée si et seulement si D = F~T, ou F},,, = f(x1,ym), ce qui motive une présentation alternative d’EIM,
reposant sur I’Equation (3.20) ou les variables x et y remplissent un réle symétrique. La double somme
dans (3.20) souligne ce réle symétrique; rappelons que, par exemple, I;(f)(z,y) = > 1<y S\I(x)cjl(y), avec

)\l(l‘) = Zlgmgd Dl,mf(xaym) et Ql<y) = f(‘rhy)
Soit ||-]|y une norme sur Y et supposons que les points d’interpolation sont maintenant sélectionnés comme

@1 = argmax || (f — Le(f) (2, )lly, (3.21a)
Yr+1 = argr;lea;cI (f = Ie(f)) (k41,91 (3.21D)

la différence avec (3.18a)-(3.18b) étant le choix arbitraire pour la norme ||-||y dans la premiére ligne, a la place
de ||-|[ o (y). Il est possible d’échanger les roles de x et y dans I’algorithme précédent, conduisant a

Ykt1 = argmax I (f = 1(f) 5 v)llx, (3.22a)
Tk+1 = arg glea}ﬂ (f = I (f)) (z, yrs1)ls (3.22b)

pour une norme arbitraire |-||x sur X. En général, le couple (zx41,yr+1) résultant de (3.22a)-(3.22b) differe de
celui obtenu avec (3.21a)-(3.21b). En choisissant les normes L™ sur ) et X’ dans (3.21a) et (3.22a) respective-
ment, nous obtenons :

(Ths1, Yot1) = arg <x,£1§§xy| (f = I(f)) (z, )],

retrouvant ainsi le choix fait dans (3.18a)-(3.18b). Pour ce choix spécifique de normes L™ sur ) et X, (3.21a)-
(3.21Db) est équivalent a (3.22a)-(3.22b).

Théoréme 3.2. Supposons que les points d’interpolation sont choisis selon (3.21a)-(3.21b) ou (3.22a)-(3.22b)
et que d < dimspan(U). Alors, la représentation séparée (3.20) avec D = F~T ou F} ,, = f(21,Yym), est bien
définie et vérifie (3.19a)-(3.19b).

Le Théoréme 3.2 étend le Théoreme 3.1 de deux fagons. Premiérement, il permet une sélection plus générale
des points d’interpolation. Deuxiémement, ’existence de la décomposition est assurée jusqu’a convergence.
Comme dim Vect(U) est en général inconnu, une conséquence pratique est que pour tout k € N, soit f(z,y) =
I.(f)(z,y) pour tout (z,y) € X' x ), soit la procédure gloutonne peut étre poursuivie. De plus, la preuve que nous
donnons pour le Théoreme 3.2 est relativement simple et ne repose pas explicitement sur une épaisseur de Kol-
mogorov. Notre présentation est compatible avec la Generalized Empirical Interpolation Method (GEIM) [81],
et dans le cas ou la valeurs de f & certains points y; ne sont plus fiables (défaillances de capteurs par exemple),
le champ f(z;,y) peut étre conservé, conduisant & une formulation dite rectangulaire, ot le nombre de points
sélectionnés n’est pas le méme pour les deux variables. Nous reconnaissons une ressemblance avec la Gappy-
POD.

Nous énongons quelques résultats intermédiaires intéressants, sans en reproduire la démonstration, utilisée
pour la preuve du Théoréme 3.2. Considérons les points d’interpolation (z1,...,24) € X% et (y1,...,yq) € Y,
et définissons la matrice F' € R¥*? telle que Fm = f(x1,ym), pour tout {,m € {1,...,d}.
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Lemme 3.1 (Existence). Si la matrice F est inversible, alors il existe une fonction I4(f) : X x Y — R de la
forme (3.20) satisfaisant la propriété d’interpolation (3.19a)-(3.19a).

Notons que l'interpolation EIM est ainsi donnée par I4(f)(z,y) = Zlglymgd(Ffl)m,lf(ml,y)f(x,ym).

Lemme 3.2 (Critére d’arrét). Considérons un ensemble de points (xy, Ym)1<i,m<k+1 €t supposons que la matrice
F* = (f(21,ym))1<t,m<k est inversible. Si

(f = Ie(f)) (Trt1, Yrs1) # O,

alors la matrice F*™1 := (f(21,Ym))1<i.m<k+1 est aussi inversible.
A partir de (3.21a)-(3.21b) ou (3.22a)-(3.22b), nous déduisons que pour tout k < dimspan(l), (f — Ir(f)) (Trs1, Yrr1) #

Corollaire 3.1 (Terminaison). Si (zx41,Yr+1) est sélectionné selon (3.21a)-(3.21b) ou (3.22a)-(3.22b), alors
| (f — I () (xk+1,yp+1)| = 0, implique que (f — I(f)) (z,y) = 0 pour tout (x,y) € X x V.

La conséquence pratique des résultats ci-dessous est que, pour tout k € N, soit | (f — I (f)) (k+1,Y%+1)] = 0
et f = Ii(f) (Corollaire 3.1), ou Ir41 peut étre construit (Lemme 3.2) et la procédure gloutonne peut étre
poursuivie.

Remarque 3.1 (Approximation goal-oriented). Nous avons vu que dans un contexte de bases réduite, la
procédure EIM pour étre utilisée pour obtenir une représentation approchée d’une fonction de deuzr variables,
pour retrouver une hypothése de dépendance affine des opérateurs par rapport auzr parametres considérés, et
obtenir une procédure efficace pour la phase online. Par exemple, considérons le membre de droite f(x,y)
d’une équation aux dérivées partielles, discrétisée en utilisant une base de Galerkine {cpl, . .74,0N} Ici, x est
le paramétre et y la variable d’espace. Le membre de droite discrétisé est alors b(x); = fQ z,y)p;(y) dy,
et en utilisant 'approximation EIM, il peut étre réécrit comme une combinaison lmeazre de fonctions de x :
(La(d)(2)); = Jo La(H) (@, 9)0i(Y) dy = 221 <t mea Dim (@, ym) o f(@1,9)05(y) dy. Considérons un sous- espace
de dimension finie d’un espace de Hilbert ayant comme base {gal,. S ON}- Deﬁmssons b(z); = fQ z,y)p;(y)dy
pour tout j € {1,...,N}, et son approzimation EIM (I4(b)(x)); fQ Li(f)(z,y)e;(y)dy. Si Vapprozimation
EIM I est construite en utilisant (3.21a)-(3.21b), lerreur dans la procédure gloutonne est évaluée sur la qualité
de Uapprozimation de f(x,y). Une alternative goal-oriented est d’évaluer la qualité d’approzimation de f sur
lobjet d’intérét b pour la réduction de modéle :

241 = argmax || (b — I14(b)) (z)]l, (3.23a)
rzeX
Yrt1 = argmax | (f = L(f)) (211, 9)l, (3.23b)
ot ||-|| peut-étre n’importe quelle norme sur RY.
Considérons une approximation EIM, ot d couples (z,,ym), m € N := {1,...,d} ont été sélectionnés.

Supposons maintenant que pour une quelconque raison, certains points ¥m,,, mo € Nog C N, doivent étre
ignorés. Par exemple, considérons que f(xz,y) représente ’évaluation d’'un champ physique paramétré par z,
par le moyen d’un capteur localisé y. Ignorer y,,, correspondrait a la défaillance du capteur correspondant. La
motivation étant la suivante : méme si ce capteur défaille, nous pouvons toujours utiliser I'information champ
physique associé a ce capteur dans 'approximation en représentation séparée. En s’inspirant du Lemme 3.1 nous
choisissons D = (FT)T o -T est la pseudo-inverse. Les propriétés d’interpolation (3.19a)-(3.19b) ne sont plus
vérifiées, mais le but est bien de trouver une formule d’approximation, non pas nécessairement d’interpolation :

S ED L) f(ym). (3.24)

leEN meNy

Pour application numérique, fixons © = (1 2 3)7 et considérons la fonction R?® x R 3 (Z,y) — f(Z,y) =
cos((7-%)y) € (—1,1). Supposons que d = 8 couples de points (zx, yx), k € N = {1,...,d}, ont été sélectionnés par
la procédure gloutonne selon (3.18a)-(3.18b). Considérons une paire ¢, € N, ¢ # j et Pensemble Ny = N\ {4, j}.
L’erreur relative en norme ¢2 sur un échantionnage de 1000 dans (0,1)3 x (0,1) est calculée par les deux
algorithmes suivants : (i) en utilisant la procédure EIM classique avec 6 couples de points (zg, yx), k € Ny, et
(ii) en utilisant ’approximation (3.24) avec les 6 points {zy }ren;, dans la dimension z-dimension et les 8 points
{yx }ren dans la dimension y. L’erreur relative en norme ¢2 a été calculée pour tout Ny = N\ {4,5}, i,5 € N tels
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que i # j. Dans le cas (i), le maximum, minimum et erreur relative moyenne en norme ¢2 sont respectivement
6.8 x 107%, 3.0 x 1075, et 3.6 x 1072, tandis que dans le cas (ii), ces erreurs sont respectivement 2.3 X 1079,
7.6 x 1077, et 2.4 x 1075, Cet exemple illustre le fait que en gardant I'information associée & x; et x;, i,j € N
tel que i # j, donne une meilleure précision qu’en ignorant cette information et en utilisant approximation
classique sur les capteurs non défaillants.

L’extension a GEIM est obtenue de la facon suivante. Considérons un ensemble F de fonctions f définies
sur Q C R, et un dictionnaire ¥ de formes linéaires o définies sur F. Considérons d fonctions (fi, ..., fg) € F¢
et d formes linéaires (071, ...,,0q) € X%, et définissons la matrice F' = (o1(fm)i<tme<ar

Lemme 3.3 (Existence for GEIM). Supposons que F' est inversible. Alors, avec D = F~T la combinaison
linéaire

L(f)= > Dimoi(f)fm (3.25)
1<l,m<d
vérifie, pour tout m € {1,...,d},
Um(f) = O'm(Id(f)), pour tout f € F, (3263,)
o(fm) =0(Ia(fm)), pour tout o € X. (3.26b)

Lemme 3.4 (Critére d’arrét pour GEIM). Supposons que la matrice F* := (01(fm)) 1<y <y €St inversible. Si

o1 (Frr1) — Orrr (Te(frg1))] # 0, alors la matrice F**' = (0)(fm))1<tm<ihi1 est inversible.

La généralisation du Théoreme 3.2 a GEIM, en prenant n’importe quelle norme sur F, est alors possible.
Le contexte d’un capteur défaillant est pertinent avec GEIM : supposons que pour tout ¢ € X, il existe un
unique z, tel que o(f) = f(z,); les fonctions f représentent le champ physique paramétré, dépendant de z,
et o(f) = f(x,) représente un capteur localisé au point z,, qui mesure la valeur de x & ce point. Le cas d'un
capteur mq défaillant conduit a 'approximation

SN ED o) fm, (3.27)

1ENy mEN

qui devrait fournir une représentation plus précise de f que si la fonction f,,, était ignorée dans le cas classique
d’EIM. Nous citons [107], ol une extension de ce type de décompositions au cas de fonctions multivariées est
proposée.

3.4 Evaluation précise et efficace de la borne d’erreur a posteriori
dans la méthode des bases réduites

Cette section correspond aux Publications Pub.18 et Pub.19, aux Exposés Exp.10 a Exp.15 et Exp.21 et au
Poster Pos.1.

Nous considérons la méthode de réduction de modele méthode des BR (bases réduites). Reprenons le for-
malisme utilisé dans I'introduction de ce manuscrit. Supposons que le probléeme d’intérét admet la formulation
variationnelle discréte suivante, dépendant du parametre p € P : pour un espace de dimension finie V de
dimension N > 1, trouver u, € V tel que

E, :ayu(uy,v) =b(v), Yo eV, (3.28)

ou a, est une forme sesquilinéaire inf-sup stable sur V x V et b est une forme linéaire continue sur V. Dans
la suite, la conjugaison complexe de z € C est notée z*. On définit I'isomorphisme de Riesz J de V' dans V
tel que pour tout I € V' et tout u € V, (JI,u),, = l(u), ol (-,-)y représente le produit scalaire dans V avec la

|ay(u, )|

norme associée || - [|y. On note 5, := inf sup > 0 la constant inf-sup de a, et 8, une borne inférieure

ueVuey [[ullv[lv]lv
calculable de §,. Par simplicité, nous considérons que la forme linéaire b est indépendante du parameétre .

L’extension & un second méme b dépendant du p est évidente. Nous désignons la solution discréte wu, par
“solution de confiance”. Nous expliquons maintenant comment ’approximation BR est calculée. Supposons
qu’une base réduite, constituée de N solutions w,, de E,,, i € {1,..., N}, a déja été construite. Pour alléger les
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notations, nous notons u; la fonction u,,. Etant donnée une valeur du parametre pu € P, le probleme réduit est
une procédure de Galerkine sur I'espace linéaire V = Span{uy,...,uyg} C V : trouver 4, € V tel que

~

B, au(t,,uj) = b(u),  Vje{l,..,N}. (3.29)

La solution approchée sur la base réduite est écrite

N
=Dyl (3.30)
i=1

En notant respectivement Q(u,) et Q(ﬁ#) les quantités d’intérét exactes et approchées, la qualité de I’approxi-
mation pour un g € P est quantifiée par la mesure d’erreur ||Q(u,) — Q(4,)|. Lorsque nous obtenons une
erreur satisfaisante avec N < N, la stratégie de BR fonctionne. Deux cas sont généralement considérés : (i) la
quantité d’intérét est la solution entiére : Q = Q =1Id et || - || = || - ||, et (ii) Q est une forme linéaire sur V et
|-l = | -] L’opérateur Q est construit de facon consistante, telle que [|Q(u,) — Q(@,)| s’annule pour p = u;,
ie{l,.., N }. Dans la méthode des BR, la borne d’erreur a posteriori (que nous appelons simplement borne
d’erreur dans la suite) est basée sur le calcul d’un résidu. Comme la borne d’erreur est une borne supérieure,
elle fournit un outil pour certifier I'erreur faite par I’approximation des BR. La borne d’erreur est donnée par :
pour tout p € P, ~

lup = @ully < Ex(p) = B IGutiullv, (3.31)

avec G, la forme linéaire de V dans V telle que V 2 u — G u = J (au(u,-) —b) € V.

La méthode des BR est dite efficace online si, dans 1’étape online, (i) les problémes réduits peuvent étre
construits en complexité indépendante de N, et (ii) la borne d’erreur peut étre calculée en complexité indépendante
de N. Nous disons que la forme sesquilinéaire a,, dépend de p de facon affine s’il existe d fonctions ax(p) : P — C
et d formes sesquilinéaires ag bornées sur V x V et indépendantes de p telles que

d

ay(u,v) = Zak(u)ak(u,v), Yu,v € V. (3.32)
k=1

Dans cette section 3.4, nous supposons que la décomposition affine (3.32) est toujours vérifiée. Nous montrons
que si a,, dépend de ;1 de fagon affine, alors la méthode des BR est efficace online.
En décomposant le produit scalaire dans (3.31), nous obtenons une autre formule pour la borne d’erreur :

N d
Ea(p) = B, " | (Goos Goo)v +2Re > > vilp) ek (1) (Grws, Goo)v
=1 k=1
(3.33)

1
2

N d
+ )0 > vlwar(wy (wai (1) (Grus, Grug)y |-
ij=1k,l=1

qui peut étre calculée en complexité indépendante de N dans I’étape online si (Goo, Goo)v, (Grui, Goo)y et
(Grui, Giug)y, ot Gog := —Jb € V et Gu := Jag(u,-) € V pour tout k € {1, ...,d}, sont précalculés pendant
Pétape offline, et si une borne inférieure f, de la constante de stabilité de a, peut aussi étre calculée en
complexité indépendante de N. En précision arithmétique infinie, & (p) = () : les indices 1 et 2 sont utilisés
pour noter deux fagons différentes de calculer la méme quantité. En pratique, & (u) est beaucoup plus sensible
aux erreurs d’arrondis machine que &; (i), comme nous allons le voir ci-aprés. Cependant, & (1) n’est pas efficace
online, alors que & (p) Vest.

Considérons les deux formules &1, voir (3.31), et &, voir (3.33), pour calculer la borne d’erreur. La formule
&k, k= 1,2, est dite valide pour calculer la borne d’erreur avec une tolérance tol si

max (Ex(p)) < tol. (3.34)
Mepselect

D’un point de vue théorique, Perreur |lu, — @,y et le résidu G, u,, s’annulent pour tout pt € Pselect. Ainsi, toute
formule basée sur un résidu pour calculer la borne d’erreur devrait s’annuler également, pour toute tolérance.
Cependant, la validité d’une formule est a considérer en présence de phénomenes adverses introduisant des
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erreurs de calcul, voir la Figure 3.12. L’algorithme glouton de I’étape offline s’arréte lorsque II%;iX (Er(p) <
ne

trial

tolgp, ou tolgp représente l'erreur maximale acceptable faite par 'approximation BR. Ainsi, si la tolérance
minimale pour laquelle une formule & pour calculer une borne d’erreur est valide est plus grande que tolgg,
alors I’algorithme glouton ne convergera pas et continuera a enrichir la base réduite, méme si l'erreur effective
est tres petite.

parameter value parameter value
lil /i2 ﬂs ﬂ4 M1 2 253 Ha
\WAVAYAVA R NAVATAYS:
v \J \] \_/ tol H U L tol

FIGURE 3.12 — Comportement de la formule & en fonction du parameétre (illustration schématique de la
définition de validité d’une formule), avec Pselect = {41, ---, pta } ). Gauche : la formule & est valide pour calculer
la borne d’erreur avec tolérance tol; droite : la formule n’est pas valide, car E(u2) > tol.

Nous examinons maintenant la validité des formules £ et & pour calculer la borne d’erreur, en considérant
comme phénomene adverse les erreurs d’arrondis machine de ces formules. Nous négligeons les erreurs d’arrondis
machine introduits en résolvant E,, et EAH, de sorte que les fonctions de la base réduite u; et les solutions réduites
1, ne contiennent pas d’erreurs d’arrondis machine. Dans le manuscrit de these, nous considérons aussi comme
phénomene adverse 1'utilisation d’un solveur non exact pour résoudre E,,,. Nous supposons aussi que la borne
inférieure calculable Bu de la constante inf-sup ne contient pas d’erreurs d’arrondis machine.

Il est bien connu que I’évaluation d’un polyndéme est plus précise en forme factorisée qu’en forme développée,

tout particulierement & des points proches de ses racines. D’apres (3.33), (B,LEQ (u))2 est un polynéme multivarié
d’ordre 2 calculé en forme développée, alors que le produit scalaire (G u,, G, u,)y utilisé dans le calcul de & (u)

dans (3.31) n’est pas développé. Soit p € Pselect €t notons maxfl(5,& (1)), k = 1,2, I'évaluation de Bugk(ﬂ)
lorsque ’accumulation d’erreurs d’arrondis machine maximale est atteinte. Nous montrons que

maxfl(5,E1 (1)) > 2de,

~ 3.35
maxfl(8,E (1)) > 26V, 339

ol 0 = ||Goollv et € est la précision machine (qui est erreur relative maximale de représentation d’un réel non
nul en arithmétique & virgule flottante, € &~ 5 x 10716 en double précision). Nous observons dans nos simulations
numériques que les erreurs d’arrondis machine de & sont de l'ordre de ¢, alors que ceux de & sont de 'ordre
de /e. Ainsi, si nous supposons que les bornes inférieures dans (3.35) sont atteintes, les formules £ et & sont
valides pour calculer les bornes d’erreur avec tolérance tol si, respectivement,

pour &1, 2 (Bmin)71 de < tol,

S (3.36)
pour 52a 2 (ﬂmin) 6\/g < tOla

ol Bmin = inf  (B,).
i Hepselect( N)
La formule & pour calculer les bornes d’erreur est donc valide pour des tolérances de l'ordre de €, mais

n’est pas efficace online, tandis que la formule & est online efficace mais n’est valide que pour des tolérances
significativement supérieures, a savoir des tolérances de l'ordre de /e. L’intuition numérique derriére la perte
de précision de la formule &>, est qui lorsque nous faisons une combinaison linéaire dont le résultat est beaucoup
plus petit que les sommes intermédiaires dans le calcul, il se produit une “catastrophic cancellation” (quand
nous faisons une différence de deux réels proches en arithmétique en dimension finie, nous perdons autant de
chiffres significatifs que le nombre de chiffres égaux entre les représentations de ces deux entiers). Nous allons
construire une nouvelle formule efficace online qui soit en pratique valide pour des tolérances de I'ordre de e.
Nous considérons qu’'une base réduite de taille N a été construite. Soit o := 14 2dN + (d]\7 )2. Soit p € Pirial
et 4, € Span{ui,...,uy} la solution réduite correspondante, nous définissons X (u) € C? comme le vecteur
de composantes (1,z,,,z*,,, 2%, 2., ), ot z,;, = ax(w)vi(1) (nous rappelons que v;(1) sont les coefficients de
la solution réduite dans la base réduite, voir (3.30), et ai(p), les coefficients de la décomposition affine de a,,
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Propriété & & &
Efficacité online No Yes Yes
Dépendance en € de la précision observée | ¢ Ve €
Complexité de Iétape offline - (dN + 1) N1 0 Ngol
Complexité de ’étape online - N3+o N3 453

TABLE 3.2 — Comparaison des formules considérées pour calculer la borne d’erreur, ou Ny, est la complexité
de la résolution de E,,.

dans (3.32)), avec 1 < I, J < dN (avec [ =i+ N(k—1)tel que 1 <i < N, 1<k <d, et avec J = j+ N(I—1)
tel que 1 < j < N, 1 <[ <d). Une observation importante est que la quantité entre parenthéses dans le membre
de droite de (3.33) peut étre écrite comme une forme linéaire en X (1) de la fagon suivante :

6% + 2Re(s'z,,) + 2, Sz, = Z tp Xp (1), (3.37)

ou t, est indépendant de p (car 4, s, et S sont indépendants de u) et X, (1) est la p-iéme composante de X ().
Considérons la fonction de deux variables (p,u) — Xp,(n), pour tout p € {1,...,0} et tout g € Piiar. Nous
cherchons une approximation de cette fonction de la forme

Vit € Poriat, ¥p € {1, .., 0}, Xy ZA (3.38)

pour un certain parametre ¢ < o. L’ EIM permet de construire cette approximation et de choisir les points
d’interpolation.

Lorsque & est grand, il peut étre utile de stabiliser 'EIM vis-a-vis des erreurs d’arrondis machine. Nous propo-
sons une stabilisation inspirée de la procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt stabilisée. Nous pouvons
maintenant injecter la décomposition (6) dans Iexpression (3.67) de (8E(u))?, et réorganiser les sommes :

2~ th {ZZAZ,TXPL (/‘)X,’D(NT)}

p=1 I=1r=1
A o (3.39)
-3 {Saumm{Znre)]
r=1 =1 p=1
Ar (1) (BE(nr))?

conduisant a la nouvelle formule pour calculer la borne d’erreur :

2

Es(p (ZA (B&: m)) , (3.40)

ou nous pouvons choisir la formule £ dans le membre de droite, car ces évaluations de la borne d’erreur se faisant
a des valeurs fixes y;, elles peuvent étre précalculées pendant 1’étape offline, tout en garantissant que la formule
&s est efficace online. Dans la combinaison linéaire dans (3.40), les £(u;) sont du méme ordre de grandeur
que le résultat de la combinaison linéaire, ce qui empéche les “catastrophic cancellations” qui interviennent
avec la formule & et nuisent a la précision de cette formule. Les avantages et inconvénients des trois formules
considérées pour calculer la borne d’erreur sont résumés dans la Table 3.2.

Nous considérons comme illustration numérique un probleme de diffusion en une dimension, a savoir le
probléme aux limites —u” + pu = 1 sur ]0,1[ avec u(0) = u(1) = 0, et un parametre u € P := [1,100]. La
solution analytique est :

cosh (VA) —1 .\
e () S (V). (3.41)

Fabien Casenave 44 Safran Tech

u(z) = —% (cosh (v/ux) — 1) +




La théorie de Lax-Milgram est applicable, et la constante de coercivité est bornée par en-dessous par 1 dans la
norme H'(]0, 1[). La borne d’erreur est donnée par & (i) = [|G || g (jo,1p- Les éléments finis de Lagrange Py
sont utilisés avec des mailles uniformes de longueur 0.005. L’ensemble P4, consiste en 1000 points uniformément
distribués dans P. La méthode des BR est conduite jusqu’a ce que la formule & souffre d’erreurs d’arrondis
machine, ce qui se produit déja pour une base réduite de taille N=7 (puisque d = 2, on a 0 = 225). Un
solveur direct est utilisé, si bien que le seul phénomene adverse pour calculer la borne d’erreur sont les erreurs
d’arrondis machine. Dans la Figure 3.13, nous remarquons que la formule classique & n’est pas valide pour
calculer une borne d’erreur avec n’importe quelle tolérance inférieure & 1077, alors que les formules & et &s.
sont valides pour des tolérances aussi faibles que 1074, La différence est de 7 ordres de grandeur ; sachant que
V€~ 1077, ces observations sont cohérentes avec les relations (3.36).

log,o(error bound(u))

—150

2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 100
F1GURE 3.13 — Courbes de borne d’erreur en fonction du parametre pour les trois formules considérées.

La formule &5 a été utilisée avec succes dans des problemes aéroacoustiques plus compliqués dans le manuscrit
de these, pour lesquels les faibles valeurs de la constante de stabilité requierent une grande précision de la borne
d’erreur, et par M. Yano au MIT [119], ot la nécessité d’avoir une évaluation trés précise de la borne d’erreur
est imposée par la spécificité du probléme non-linéaire (équation de Boussinesq). Ce travail initié sur la stabilité
numérique vis a vis des erreurs d’arrondis machine des estimateurs a posteriori pour la méthode des bases
réduites a été poursuivi dans d’autres équipes [28, 36].

3.5 Mise en ceuvre des méthodes de réduction de modele : non-
intrusivité, problemes non-linéaires de grande taille, indication
d’erreur, variabilités non-paramétrées

3.5.1 Nonintrusive Empirical Interpolation Method : faible intrusivité pour la
méthode des bases réduites

Cette section correspond a la Publications Pub.15, au Rapport Rap.5 et aux Exposés Exp.10 & Exp.13
et Exp.21.

Le but de cette section est d’obtenir une approximation non-intrusive, en utilisant une procédure offline-
online, des objets suivants :

Q=Y [ o) Ues(o)dn, e (1. N, (3.42)
s=1 Q

ol ¢ > 2, et N est supposé grand. Les fonctions ¥, ; sont des produits de fonctions de base qui interviennent
dans les coefficients du vecteur C), et de la matrice A,, qui sont les approximations en dimension finie de
respectivement l'opérateur a, et la forme linéaire b,, (lorsque celle-ci dépend de p) dans (3.28). Pour illustrer
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les enjeux, prenons l'exemple de a,(u,v) = [, g(pu,)Vu(z) - Vo(z)dz, conduisant a la matrice (Au);; =
Jo 9(, )V () - pj(x)dr, 1 <i,j < N. Ceci correspond & ¢ = 1, N'= N, t = (i, ) et U1 (x) = ps(x) - ¢ ( )
dans (3.42).

Le résultat principal de cette section est approximation de (3.42) de la forme

Z /BT Qt ,u'r (343)

pour un entier d?, des coeflicients {5, (1) }1<r<q> et des valeurs de parameétre {u, }1<r<q=-

Pour illustrer notre idée, nous considérons dans un premier temps le cas ou la fonction g5 dépend seulement
de p, mais pas de . Ceci correspond au cas ou 'opérateur a,, a une dépendance affine en p :

ng /s,t( )dx, vte{l...N}. (3.44)

Nous appliquons un EIM & la fonction gs(u) vue comme la fonction de deux variables

vt (ks 8) = gs(p). (3.45)

Nous utilisons les mémes notations que dans 'introduction pour la matrice B, les fonctions & valeur vectorielle
gm (), et les points sélectionnés pi,,, et nous introduisons les indices s; sélectionnés par EIM pour approcher
¥(p, 8). I vient

d
p~ Y {Z Al rgs, (u)} gs(kr), (3.46)

r=1

IZBT(N)

ou d, qui représente maintenant le nombre de points d’interpolation EIM, est inférieur a ¢. En injectant cette
approximation dans (3.44) et en changeant ordre des sommations,

ZZBT gs Hr /Q\Ils,t(x)dx

s=1r=1

= Zﬁr Qt /1'7"

(3.47)

qui correspond a un approximation de la forme (3.43).

Quand la dépendance affine n’est pas disponible, la premiére étape consiste & approcher la fonction gs(p, x)
pour tout 1 < s < ¢ avec un premier EIM. Cela conduit & la construction de ¢ ensembles de points z, de
points u, de matrices B, T, A et de fonctions & valeurs vectorielles ¢(-). On note ces quantités avec un indice
additionnel s; par exemple, ¢s(-), de composantes ¢s ., : T — ¢sm(x), pour tout 1 < m < d. Par simplicité,
nous supposons que les ¢ EIM ont le méme nombre de points d’interpolation d. En injectant les approximations
EIM de gs(p, x), pour tout 1 < s < ¢, dans (3.42) donne I’approximation suivante de Q;(x), que nous notons
(ZaQ:) (1) et qui est donnée par

Ith Z/ Idgs My T St( )d
= Z Z Z lmge Hy Ts, l)/QQS(ﬂsmzvx)\DS,t(x)dx-

(3.48)

Nous observons que I’expression (3.48) est une forme linéaire par rapport & un vecteur z € R dont les
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composantes, notées z,(p), 1 < p < <d, contiennent toutes les dépendances en p. Notons

M=

(A1) 91 (1, 1), 1<m<d, p=m,

Il
-

M=

(AQ)M,lg2(:u7x2,l)7 1 S m S da p=m + d7

zp(p) i= 9 1=1 (3.49)
d
Z(Ac)m,lgc(u7x§,l), 1<m<d, p=m+ (§ - 1>d,
=1
et
[ n1Gnmoii@de, 1<m<d p=m
Q
/ 92(p1,m, ©) Vo 1 (x)dz, 1<m<d, p=m+d,
Qp =4 " (3.50)
[ s ) awin, 1 <m<d p=mt (-1
Q
Ainsi,
Ith Zzp Qtp (351)

Pour obtenir une approximation non-intrusive de Qt(u) de la forme (3.43), nous appliquons un autre EIM &
zp(p) vue comme la fonction de deux variables :

¢t (s p) = 2p(p)- (3.52)

Pour bien identifier les quantités associées a 'EIM de ((u, p), nous leur ajoutons un exposant (¢). En injectant
cette approximation EIM dans le membre de droite de (3.51), nous obtenons :

sd
(ZaQe) () = D (1 2) (1 9) Q1 p
p=1
W @ (3.53)
>3 Z ALz (1)2 (1)) Qs
p=11l=1r=1
En échangeant les ordres de sommation dans (3.53), il vient :
g o
(ZaQ¢) (1 ZZAI 720 ( Yz Q
r=11=1 p=1 (3 54)
= ZZAz 200 (1) (ZaQu) (1),
r=11=1

ou (3.51) a été utilisé dans le deuxiéme ligne. En remplacant enfin Z;Q; par @, nous obtenons ’approximation

non-intrusive de Q¢ (p) :
¢ (d&
AOEDYD {Z ALz (1 )} Q). (3.55)
r=1

=1

=B (1)

Pour construire le probléme réduit (3.29), nous devons assembler la matrice fle = a,(l;,4;) = Uth(u)U],
ot U; est la i-idme fonction de la base réduite, sur la base des éléments finis associée au probléme initial F,,,
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et Q¢(n) = A,ij. Nous obtenons flw-j ~ Zﬁ; ﬁr(u)UfA#(o ijﬁj : le probléeme réduit peut étre construit
sans avoir a modifier les routines d’assemblage élémentaire du code considéré. Ceci fournit un avantage certain
dans I'implémentation des BR dans un contexte industriel. De plus, tout produit matrice-vecteur optimisé est
directement utilisable.

Dans les implémentations d’éléments de frontiere pour ’équation d’Helmholtz, la FMM permet de réaliser
les produits matrice-vecteur de fagon rapide (mais approchée), et ainsi de résoudre des systémes linéaires pleins
en utilisant des méthodes itératives, en complexité nlogn, ou n est le nombre d’inconnues. Dans cette section,

nous considérons un cas test ou les matrices Au“)’ ou u,(p sont les valeurs de parametres sélectionnées en
-

appliquant la formule (3.55) & I'approximation de A,, sont tellement grandes qu’elles ne peuvent pas étre
stockées sur disque dur. Ainsi, & chaque fois qu'un produit matrice-vecteur est requis, la matrice est assemblée
et la FMM est utilisée. Nous considérons un probléme de diffraction d’une onde acoustique incidente par un
objet dont la surface est recouverte, sur trois zones, par des matériaux impédants. Cette formulation et son
analyse sont détaillées dans le manuscrit de thése, mais nous ne les reproduisons pas ici. L’objet considéré est
un avion complet, voir la Figure 3.14. La source est un monopole acoustique, situé sous 'aile droite de I'avion

FI1GURE 3.14 — Maillage d’avion utilisé, la deuxieme surface impédante est mise en évidence.

(pour simuler la présence d’un moteur). Les parameétres considérés sont la fréquence de la source et les valeurs
d’impédance des trois zones composant la surface de ’avion. La fréquence varie de 27 a 135 Hz et chaque
coefficient d’impédance de 1 & 2. Nous considérons 532,400 valeurs paramétrique dans Pyia1 (400 valeurs de la
fréquence et 11 valeurs pour chaque coefficient d’impédance).

Pour recouvrer I’hypothese de dépendance affine nécessaire a la méthode des BR, nous utilisons la formule
d’approximation non-intrusive (3.55) (telle que d = 35 et d* = 50). Dans ce cas-test, une formule non-intrusive
similaire doit &tre utilisée pour ’approximation du second membre (telle que d = 50 et d* = 60). Une base
réduite de taille 7 = 30 est construite. Les deux étapes qui prennent le plus de temps de calcul sont les produits
matrice-vecteur en FMM et 'exploration de Py a1 par 'algorithme glouton. Ces deux étapes sont parallélisées
dans notre code. Ainsi, nous nous attendons & ce que cette procédure soit efficace sur les clusters avec de
nombreux processeurs. Les simulations ont été réalisées sur un ordinateur portable standard. La formule (3.55)
permet d’utiliser directement la FMM, sans laquelle les simulations auraient été impossibles sur un ordinateur
standard, dans la mesure ou la stockage d’une seule matrice requiert 60 GB de mémoire. Une approche consistant
a calculer et stocker les 50 matrices de la décomposition aurait nécessité 3 TB de mémoire.

L’étape online prend 1.5 x 1072 secondes pour calculer une solution réduite et la borne d’erreur corres-
pondante, tandis que le probléme complet, méme accéléré par la FMM parallele, prend environ 40 minutes, ce
qui correspond & un facteur d’accélération de 1.6 x 10°. L’étape offline prend environ 2 jours, et la derniére
étape de l'algorithme glouton dans I’étape offline prend 1 heure. La FMM que nous utilisons pour calculer les
produits matrice-vecteur a une précision relative d’environ 102 ; nous ne pouvons donc pas espérer atteindre
une approximation BR plus précise.

Nous considérons comme quantité d’intérét le champ acoustique diffracté sur un réseau de 1681 points
localisés derriere ’avion. Un applet java a été développé pour calculer et afficher ce champ de pression en temps
réel & des valeurs de parameétre (fréquence de la sources et coefficients d’impédance) choisies par I'utilisateur.
Deux autres applets java pour d’autres simulations industrielles sont présentées dans le manuscrit de these.
Considérons les valeurs de parametres suivantes : fréquence = 122.3 Hz, uy = 1.21, po = 1.87 et pug = 1.45.
La borne d’erreur est 5.4 x 1074, et Perreur relative entre la solution directe et la solution réduite, en norme
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euclidienne, est 1%. Sur le réseau de 1681 points localisés derri¢re ’avion, ’erreur relative sur le champ acoustique
diffracté est 1.4%. La Figure 3.15 montre le champ de pression acoustique calculé & partir de la solution de
confiance, et la différence entre le champ de pression approché par les BR et le champ calculé & partir de
la solution de confiance. Notons que la méthode des bases réduites a été appliquée a I’Electric Field Integral
Equation dans [49,67].

scattered pressure scattered pressure
0.0028 7e-5
002 565
-0.001 2565
0 0
-0.001 -2.5e-5
-0.002 fotal pressure 5e-5 total pressure
-0.0028 EOQ -7e-5
0,01
0
E-o.m -0.0002
-0.02 -0.0004

FIGURE 3.15 — Gauche : champ de pression acoustique sur 'avion et sur le réseau de 1681 points localisés
derriére I'avion calculé a partir de la solution de confiance, droite : différence entre les champs approchés par
BR et de confiance.

3.5.2 Approximation non-intrusive des limites d’algorithmes de puissances de ma-
trices : application aux inverses et log-déterminants de matrices et a la
réduction non-intrusive de modeles non-linéaires

Cette section correspond a la Publication Pub.10 et au Rapport Rap.1 et aux Exposés Exp.6 et Exp.18.

Dans cette section, nous présentons une méthode non-intrusive qui n’est pas de type Galerkine, et qui se
rapproche des méthodes de régression statistique. La différence ici, c’est que nous tachons d’injecter une in-
formation de ’équation sous-jacente directement dans la méthode de régression. Nous considérons une famille
paramétrée de matrices inversibles, telle que la dépendance paramétrique est affine, et nous sommes intéressés
par l'approximation non-intrusive de quantités qui sont obtenues comme limites d’algorithmes de puissance
de ces matrices paramétrées, par exemple la matrice inverse et le logarithme du déterminant de la matrice
(noté log-det), que nous exprimons comme combinaisons linéaires de ces quantités prises & des valeurs bien
choisies de parameétres. Par exemple, de nombreuses évaluations du log-det d’une matrice définie positive sont
requises pour l’estimation du maximum de vraisemblance en régression par processus gaussiens, voir [85,123].
L’algorithme proposé calcule efficacement les coefficients de cette combinaison linéaire (i.e. en complexité algo-
rithmique indépendante de la taille des matrices), et de fagon non-intrusive, dans le sens ou il ne repose que
sur I’évaluation de ces quantités d’intérét (dans notre cas la matrice inverse et le log-det), comme la plupart
des méthodes de régression statistique. Sous I'’hypothese de dépendance affine de la matrice en les parametres,
nous utilisons I'EIM pour obtenir une approximation non-intrusive des puissances de cette matrice, a partir
de laquelle nous construisons une approximation des limites mentionnées ci-dessus. Nous proposons des bornes
supérieures pour cette approximation. Des applications numériques proposant des comparaisons avec quelques
méthodes classiques de régression statistique sont présentées. Nous présentons la procédure seulement pour la
matrice inverse et renvoyons vers la Publication Pub.10 pour les détails sur le log-det.

Description de la méthode

Fixons d € N et u € P un parametre, ou P est un espace paramétrique, pris comme un sous-ensemble
compact de R", r € N*. Considérons {A,},cp C RNM*N un ensemble de matrices carrées paramétrées et

Fabien Casenave 49 Safran Tech



supposons une dépendance affine suivante :

d
Ap, = Zal(u’>Al7 ne 7?’ (356)
=1

ot la famille de matrices carrées {A;}, ., est indépendante de . Ainsi, la matrice A, dépend de p seulement
a travers les coefficients a; : P — R. En posant ap(p) = 1 et Ag = —¥y, nous obtenons une décomposition affine
semblable & (3.56) pour la matrice I — ¥y ' A,,. Soit ¢ € N, nous notons un multi-indice 5= (51,52, -+ ,5;) € N

et définissons son poids par |3] := Y]_, 5;. Notons également &, 4 = {lg € [0;m]? tel que || < m} Définissons

enfin g(k, 1) = H?l:o ol (), k € Rma, € P.

Soit m € N, nous montrons qu'il existe une famille de matrices {7} e RV*N indépendantes

YRR 1 0<p<m
de u, telles que
(I-95'A)" = > glk,w)Ty,, peP, 1<p<m. (3.57)
Ee%m,d

Nous donnons une expression explicite pour les matrices {1} }icx | o<p<,, dans la Publication Pub.10 (la

connaissance de cette expression n’est pas nécessaire pour notre présentation résumée). Comme #{E € [0; p]]d tel que \E | =
p} = %&3!, le nombre de termes dans (3.57), noté Qm.q = #Fm,d, est (dfl)! Yoo (k+gl_1)!. Notons que
pour d > 2, Qm.a < 7o (m+1)(m+2)---(m+d—1) = Py(m), o Py(m) est un polyndéme de degré d en
m.
Nous appliquons ’EIM, présenté dans l'introduction, a la fonction g(E, 1), et obtenons :

NEH\I

(I-9"4)" ~ > M) (I-¥5"4,)", peP, 1< p<m, (3.58)
=1

ot y et la procédure de calcul des AY "™ Sont construits lors de la phase offline de l'algorithme EIM.
Considérons le schéma itératif suivant :

Xo,u = Xo
a . . (3.59)
X1, = (I - ¥, Au) X+ Voo,
avec les conditions initiales suivantes, indépendantes du parametre p :
Uy = argmin sup ||[I — M_lAuﬂg,
MEeRN XN | Minversible p€P
. 1 (3.60)
Xo = argmin sup [|X — A, 2,
XERN XN pneP
et définissons
p= sup|[I — U5 A, 2, (3.61)
neP

et €9 = sup||Xo — A;1||2. De X, = (I — \I/alAM)m (XO - A;l) + A;l, nous obtenons la borne indépendante
neEP
de p suivante

X — A 2 < eop™, (3.62)

qui, comme p < 1, assure la convergence uniforme du schéma itératif (3.59) en m.
Nous montrons par récurrence que

m—1

Xy = (I =5 4,)" Xo + (Z (- \polA#)k> U5l vmeN, (3.63)
k=0

ou la limite A;l n’apparait plus. En remplagant les puissances de (I — \I/alAH) dans (3.63) et en utilisant (3.58),

nous obtenons :
NEH\/I

Xy ® ) A1) X (3.64)
=1
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La convergence de X, , vers A L en fonction de m, voir (3.62), suggere de remplacer X,, . Dar les inverses
Al dans (3.64) et de définir

NEIIVI

XN Z A (3.65)

ou X, N ot bien une approximation non-intrusive de A, 1. En effet, dans I’ Equatlon (3.65), nous rappelons que

les coefﬁments sont obtenus a partir d’un EIM sur g(k:, ,u), qui dépend uniquement de la dépendance paramétrique
de A,,, voir 'Equation (3.56). Ainsi, 'approximation obtenue est non-intrusive dans le sens ou elle ne repose
que sur des évaluations de la quantité d’intérét (les inverses A’ll)7 tout en utilisant une information sur la
forme particuliere du probléme (& travers les a;(u)). En particulier, nous n’avons jamais besoin de calculer les
(I - \IlalA#)p ni les TE,p' Remarquons que les matrices A; dans (3.56), 1 <! < d, n’ont pas besoin non plus

d’étre calculées. De plus, nous pouvons calculer les A; par la méthode de notre choix, et méme si le schéma

itératif considéré converge, nous pouvons utiliser les méthodes directes pour calculer les A *, et appliquer (3.65)

pour obtenir notre approximation de A L. En particulier, nous n’avons jamais besoin de construlre Vg et Xo,

nous avons simplement besoin de 1’ex1stence d’une matrice ¥ telle que sup||I — \I/AH”Q < 1. Remarquons enfin
P

ne
que nous obtenons directement une fagon d’approcher les solutions de systemes linéaires a second membre

constant :
NEI]\/I

Alb A > () (AL'D) . (3.66)

=1

Un élément clef de la méthode est la linéarité de la fonction g — X, ,,, ou, d’apres (3.57) et (3.63),

m—1
X =y glk.p) (TMX0 + Y TE71W51> : (3.67)
=0

keznl,d«#l

Performance de ’approximation

Dans un contexte industriel avec des calculs de grand échelle et un budget contraint, le N¥™ dans (3.65) et
(3.66) ne peut pas étre aussi grand que nous souhaitons. Si approximation produit des erreurs trop grandes, le
probléme sera considéré non réductible par la méthode choisie et avec le budget alloué. Dans (3.60), ¥ ! peut
étre vu comme le meilleur préconditionneur uniformément sur I’espace paramétrique Le probleme peut étre

réduit efficacement si ce préconditionneur est bon au sens sup ||[I — ¥y 'A,ll2 = p < 1, voir Equation (3.62).
neP
Dans les cas d’espace paramétrique de grand dimension, I’existence d’un bon préconditonneur est peu probable &

cause de la malédiction de la dimensionnalité, en particulier si 'intervalle de variation des parametres est grand.
Nous rappelons que nous n’avons pas besoin de calculer ¥ 1 et avons seulement besoin de son existence. Le
succes de la méthode sera évalué a posteriori, si une structure de rang faible existe, comme pour toute méthode
de réduction de modele (par exemple, avec la snapshot POD, si les valeurs propres de la matrice de corrélation
décroit suffisamment rapidement). Dans ce contexte, & budget de calcul donné, nous comparons notre algorithme
a d’autres procédures non-intrusives en calculant I'erreur par rapport a la solution haute-fidélité.

Considérons les formules d’approximation (3.65) et (3.66), qui consistent en I'interpolation de A" et A 'b.
Le calcul de A" et A b, 1 <1 < NF™ est inhérent & toute méthode d’interpolation ou régression non-
intrusive, ou le modele haute-fidélité doit étre calculé un certain nombre de fois pour acquérir de l'information
sur le modele. Le coiit de calcul de A, 1 et A, 1b 1 <1 < NFM_ est ainsi présent dans toute méthode non-
intrusive, et n’est pas relié aux traltements supplementalres que nous faisons dans la partie offline de notre
méthode. L’analyse se réduit donc & évaluer le coiit de calcul des coefficients \;(¢), 1 <1 < NF™ dans (3.65)
t (3.66). Dans nos applications numériques, avec d imposé par la forme du probléme, nous déterminons mg
comme le plus large entier m tel que Q,.d = #Rm,a est plus petit que le budget de calcul. Le cofit offline
correspond ainsi a 'EIM appliqué sur la fonction g sur I’échantillonnage %y,,,4 X Psample. En pratique, comme
le nombre d’appels au solveur haute-fidélité est contraint (la plus grande valeur que nous avons prise dans nos
applications pour Q.4 est 680), nous avons la possibilité de prendre un échantillonnage important de P, ce
qui est désirable de toutes fagons vu la possible grande dimension de I’espace paramétrique P. Si 'EIM est
calculé jusqu’a ce que tous les Q. ¢ multi-indices dans &,,, 4 sont sélectionnés, la complexité algorithmique
est alors proportionnelle & Qf’no’ a4 X #Psample- Dans nos simulations numériques, ’étape offline de EIM avec
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#Peample = 10° prend environ autant de temps que la construction du Design Of Experiment (DOE) avec
l’algorithme MaxProj lorsque nous comparons nos résultats avec des méthodes de régression statistique. Par
exemple, avec Qu,,.a = 286 (mo = 2 et d = 10), et #Psample = 10°, la construction du DOE et 'EIM prennent
chacun environ 15 minutes.

Notons que dans l'utilisation classique de EIM pour la réduction de modeéle non-linéaire, o la solution et/ou
lopérateur sont approchés, il faut évaluer le modele haute-fidélité sur échantillonnage Psample, ce qui limite
fortement sa taille. Cependant dans notre cas, la fonction g & approcher est connue sur I’ensemble R,,, 4 x P
complet, sans résoudre le modeéle haute-fidélité, ce qui rend possible un échantillonnage Psample important.

Convergence de approximation

Nous donnons ici simplement les résultats et les remarques, et renvoyons vers la Publication Pub.10 pour
les démonstrations.

Nous donnons deux bornes pour I'erreur faite par ’approximation X d\’ de A;l : la premiére fait intervenir un
espace vectoriel abstrait, la deuxieme exploite la relation entre les fonctions g,,, sur laquelle porte 'approximation
EIM, et I'objet approché A_1 é travers les schémas itératifs X,,g,,.

foo ep (9u; P )Z%{

Définissons Zy := Z & ”

2
n=1 "N Zp 1 ( Hp’ )L{
®,, sont les modes obtenus par une snapshots POD faisant intervenir les fonctions g et les valeurs paramétriques

1w sélectionnées par EIM. Une présentation rigoureuse est disponible dans la Publication Pub.10 (Section 4.1),
mais n’est pas reproduite ici car nécessite I'introduction de nombreux objets et notations. Nous notons également

ou le dénominateur est une approximation du numérateur, et

Tn la N®M€ yaleur propre intervenant dans cette snapshot POD. Le rang de la matrice (g(Ei, ,uj))‘ L, 1<
i,

i < Qmd, 1 < j < #P est noté Qm,d(g Qm,d), et nous notons dyem une certaine norme de lerreur de
I’approximation EIM. Définissons également SV N , le plus petit sous-espace vectoriel de CO(P V) Contenant
I'image de I'application v + JNv, définie par Yu € P, (JNv)(u) = Zg 1 (9, @n)y Zp L Grpv(pp), 0
Grp = (Gn> Pp)y; € RV*N est une matrice inversible et V := RV*N Le caractére borné de (Zy) n, la dlmenswn
de SN*N égale & N2N et Pinversibilité de G sont démontrés dans la Publication Pub.10 (Section 4.3).

Proposition 3.5.2.1. Pour tout entier m et 1 < N < Qm,d,

1 8 No&%,
- XN — A2 <4 (14 N22Zy) (0°Y) + — sup [ 1”2 (3.68)
|P‘ nePr "P
ou
NN = inf  sup [|A; — : 3.69
JonL, s (4T = e Gnll, (3.69)
Dans le cas N = Qm 4 ou l'approximation EIM est exacte : pour tout entier m
1 Qm,a —12 A2 N0 a)
Pl op 168 = A2 <4 (14 QaZa ) (#70) 310
Proposition 3.5.2.2. Pour tout entier m et 1 < N < Qm,d,
1 N 1 N&%
o =i <agen (1eavznas SR s [, (Y0 - el e
o
Dans le cas N = Qm 4 ou l'approximation EIM est exacte : pour tout entier m
1 A
) | — < 3egp”m (1 + 2P3(m)ZQm,d) ; (3.72)
He

ot nous rappelons que Py(m) est un polynome de degré d en m, tel que med < Qm,a < Pa(m). L’approzimation
converge sous la condition que p < 1.
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2

NN et HX (IN(g#) fgu)Hf/, qui sont
difficiles a décrire : d’une part le comportement asymptotique de T—NJQV exhibe une forme indéterminée, d’autre
part la norme d’opérateur de X, est difficile a estimer. Cependant, grace auz propriétés d’interpolation de
EIM, nous savons que (5 = =0 et I9m “4(gu) = gu, tandis que TOma > 0 : des bornes plus précises peuvent
étre obtenues dans ce cas partzculzer

Remarque 3.5.2.1. Les bornes dans (3.68) et (3.71)

Dans (3.70), ZQm,d est borné, et GN*Qm.a est relié ¢ une certaine épaisseur de Kolmogorov, qui est habituelle-
ment supposée converger de sorte a compenser des croissances exponentielles ou polynomiales dans les problémes
d’approximation ; dans notre cas, nous avons seulement besoin de supposer la convergence de Qm,dHNQQ’"vd.
Dans (3.72), la convergence est assurée par les propriétés de lalgorithme de puissance considéré, sous Uhy-

pothése forte que p < 1, oi nous rappelons que p = sup||l — \IJ_IAMHQ Cette hypothése repose sur l’existence
neP
d’un bon préconditionneur Uy uniformément sur l’espace paramétrique P, possiblement de grande dimensions,

ce que nous avons relié plus haut a la réductibilité du probléme.

Considérons un sous-ensemble compact de C°(P, V) contenant p +— A;l. La deuxieme borne dans la Pro-
position 3.5.2.1 peut étre affaiblie dans la forme suivante : pour tout entier m,

1

Qm, - A
|P| P HXM - A/J,IH%/ < 4 (1 + Q%’L,dZQm’d) 77‘29/\/2@,",(1’ (373)
pe

) = su inf v — , 3.74
7751\/’2Qm,d 1;6113 @GSN Q. ” SO”CO(P,V) ( )

qui est relié & la N20Q),, 4-épaisseur de Kolmogorov :

dyap,  (F,CO(P,V)) = inf sup inf [lv = @|lcorpvy = inf N _N2G. -
NEQrm.a FN?Qmaccopv) veEF  pepN?@m.d PV PN maccopyy L
(3.75)
Pour les besoins de la preuve, nous avons considéré une snapshot POD sur les ensembles (g,,),, <0, . avec

des valeurs p, sélectionnées par un premier EIM sur g, ce qui a conduit & un projecteur fixe (J Qmﬁv) (n) =
ZQ’" (9> Pn)y, ZQ"‘ ‘G pv(pp) for v e CO(P,V), et ainsi & un sous-espace fixe SN?Qu.a Co(P,V), au lieu
du sous-espace optimal FN Qm’d in (3.75).

Dans [82], des bornes supérieures pour l'erreur EIM ont été proposées, pour des décroissances polynomiales
et exponentielles de la n—épaisseur de Kolmogorov d,,({gu, € P},U). Dans la Proposition 3.5.2.1 sont ren-
dues explicites les dépendances de la borne obtenue par rapport a erreur EIM dy et & 6V N
Papproximation de u — A;l dans C°(P, V), et non pas a I'approximation EIM de g, in U.

La convergence des bornes obtenues dans la Proposition 3.5.2.1 est difficile a observer en pratique, compte-
tenu des difficultés de I’estimation numérique de oy et 6 °N, Cependant, la convergence de la borne obtenue
dans (3.70) semble raisonnable dans la mesure o, dans les cas réductibles, la convergence de NO*N est une

, qui est relié a

hypothése modérée lorsque 0V N est remplacé par la N2 N-épaisseur de Kolmogorov dszy (F,C°(P,V)). Dans
nos expériences numériques, nous observons que EIM ne donne une erreur d’approximation raisonnable que
dans le cas ou N = Qm,d = Qm,q, probablement di a la forme particuliere de %, 4, qui est un ensemble
discret de multi-indices, et non pas 1’échantillonnage d’une variable continue : les éléments k de Rm,d semblent
générer des éléments linéairement indépendants p — gM(E) dans C°(P, V). Ceci peut étre comparé a la discrete
EIM (DEIM), ou lalgorithme EIM est appliqué sur les indices d’une liste de vecteurs POD, qui sont tous
gardés dans 'approximation [35]. Cependant, 'avantage principal d’EIM dans notre cas est la sélection des
parametres significatifs dans 1’échantillonnage de grande taille Pgample pour notre approximation. Dans nos
expériences numériques, nous avons pris N = @, ¢ pour cette raison, et nous pouvons évaluer la convergence
de 'approximation par rapport a la borne obtenue dans la Proposition 3.5.2.2.

Néanmoins, nous avons obtenu un résultat de convergence assez général dans la Proposition 3.5.2.1, qui
pourrait étre utile pour d’autres classes de modeles et problemes. Notons également que avec Qm,d évaluation
du modele haute-fidélité A;17 ¢N*Qm.a fait intervenir une approximation dans un sous-espace vectoriel de

dimension de dimension N2Q,, 4 de CO(P,V), ott N2 est la dimension de V.
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Expériences numériques

Nous présentons une application sur la matrice inverse d’un probléme thermique en dimension paramétrique
2 et un probleme de mécanique élastique en dimension paramétrique 14. Pour d’autres applications, notamment
sur I'approximation du log-det, nous renvoyons vers la Publication Pub.10 (Section 5).

Considérons un ensemble ouvert 2 C R? maillé avec des tétraédres, voir Figure 3.16. Il s’agit d’un maillage
treés simplifié d’une aube de turbine haute pression avec 3 canaux internes de refroidissement. L’intersection de
ces canaux avec §) est notée 9Q¢. Nous considérons le probléme de thermique suivant :

F1GURE 3.16 — Maillage du modele simplifié d’aube de turbine haute pression

—V-7= pouy, in £,
q-n=-1 on 0Q¢, (3.76)
qg-7=0 on O\,

ou u, est la température, ¢ = —,ulﬁuu est la densité de flux de chaleur, et u = (u1,p2) € P = (1,4)% est
le parametre. Dans ce probleéme, p; est la conductivité thermique, et pou, est un terme de source volumique

dépendant de la solution u,,.
Notons V;,(2) lespace des éléments finis P1 associés au maillage considéré de Q, ou h est la longueur
caractéristique des tétraedres du maillage. La forme faible de (3.76) peut étre approchée par

AU, = b, (3.77)

ott A, = p1 Ay + pp A, avee (A1) = [o Ve, - V(ﬁj et (A2)ij = Jo ¢i¢;, et by = faﬂ bi; {dih1<i<n est la base
éléments finis P1, ot N = 3,296 dans cet exemple. L’approximation uy, € Vi de la solution u,, de (3.76) est

obtenue comme u,,, : ZZ 1 Ui
Nous comparons I'approximation (3.66) avec d’autres méthodes disponibles pour approcher des solutions de

systemes linéaires paramétrés :

1. (Minimisation de la norme de Frobenius) Soit Yg,, , = Span{A,!,--- , A} d} et
Paya(p) i= argmin |1 — PA(u)|r, (3.78)
PGYmed

olt || - || représente la norme de Frobenius. D’apres [122], Py, , (1) = ZQ’" “Ni(u) AL}, avec A(u) étant

la solution de
M(p)A(p) = S(w), (3.79)

avec M; ;(p) = trace(ATA_TA_lA ) et Si(u) = trace(A,'A,). Pg,, (1) est ainsi la meilleure approxi-
mation de A ! exprimée comme une combinaison linéaire de matrices inverses, pour la distance choisie.

Cependant, la construction de M(u) et S(u) requiert la construction online de A7 A#, 1<i < Qmya,
ce qui est coliteux en temps de calcul — le but de [122] est de proposer des approx1mat10ns efficaces
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de (3.78). Ici, nous utilisons (3.56) pour écrire M; ;(u) = >, al(,u)am(u)trace(A;FA;iTA;lem) et

Si(p) = ZQ:"Id oy (p)trace(A; 1 Ap), ol les matrices (trace(AlTA;,TA;lem)) , 1 < iim < Qg et
i i i,j ’

membres de droite (trace(A;ilAl))i, 1 <1 < Q.4 peuvent étre précalculés — ce qui est tout de méme bien

plus cotiiteux que ’algorithme que nous proposons.

Enfin, I'approximation de (3.77) peut étre écrite u,,, (1) =~ ZlQ:"fd (), (), avec A(p) étant la solution

de (3.79). Notons que cette méthode est intrusive, car elle nécessite d’accéder a la matrice A, au lieu de
seulement nécessiter les solutions wu,,, (1) pour les stratégies non-intrusives.

2. (Proper Orthogonal Decomposition (POD) [105]) D’abord, nous construisons M € R@ma*N tel que M; ; =
., (i) Ensuite, nous calculons la décomposition aux valeurs singulieres (SVD) de M : M = WSV, avec
S € R9m.a*N contenant les valeurs singulieres de M sur sa diagonale et zéro ailleurs, et W € R@m.aX@m.a
et V e RV*N étant des matrices unitaires. Les N plus grandes valeurs singulieres sont gardées, suivant
un critére de précision, et notons V € RVXN el que IA/” =V,;,1<i< N, 1< <N, et {0} ;i
tel que (9;); = IA/M, 1 <i<AN,1<j<N.Enfin, Papproximation de uy, (1) est calculées comme

Uy, (1) = Zﬁl 0:(11)0:, ot A1) est la solution de A,0(u) = b, with A, = a1 (W)VALVT + ag(u)V AV,
et b = Vb. Notons que cette méthode est intrusive, car elle nécessite d’accéder aux matrices A,,.

3. (Meta-modélisation) La premiére étape est la méme que la méthode précédente : la construction de la base
03, 1 < i < N avec la SVD. Pour avoir une comparaison honnéte, nous n’utilisons pas les snapshots w,,, (1)

pour les pu; sélectionnés par ’'EIM sur g(l_c’7 1), mais nous utilisons un échantillonnage de type hypercube
latin de la méme taille, calculé avec l’algorithme MaxProj (see [99]), ce qui est la pratique habituelle
pour les méthodes de méta-modélisation. L’échantillonnage obtenu de ’espace paramétrique est appelé
Design Of Experiment (DOE). Ensuite, nous calculons les coefficients des snapshots sur la base construite :
= (umh,f[}j), 1<i<Qma, 1 <3< N. Enfin, des méta-modeles non-intrusifs sont construits sur
les coefficients «; ;j, pour lesquels les prédictions 6;(x) & une nouvelle valeur paramétrique p sont utilisés

dans I'approximation obtenue u,, (1) ~ Ziil 0;(1)0;. Les modeles statistiques considérés sont issus de la
communauté du machine learning : (i) Gaussian processes, (ii) gradient boosting regression, (iii) random
forests et (iv) Bayesian Ridge regression ; et calculés en utilisant le package python scikit-learn, voir [95].

Mean relative Euclidean error norm

Proposed algorithm
Gaussian
GradientBoost
RandomForest
Bayasian

Minimization Frobenius
POD

108

10

1015 . . !
0 10 20 30 40 50 60 70

Size of the DOE

FIGURE 3.17 — Erreur relative moyenne en norme euclidienne des solutions de (3.77) en utilisant diverse méthodes
d’approximation, pour 100 valeurs aléatoires du parametre

La Figure 3.17 montre une comparaison pour les différentes approximations présentées ci-dessus. L’abscisse
correspond a la taille du DOE pour les méthodes statistiques et & Q) 4, le nombre de valeurs paramétriques
sélectionnées par EIM pour notre algorithme, la minimisation de la norme de Frobenius, et la POD. Nous
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remarquons que les méthode intrusives, qui requierent l’acces a la matrice A, sont beaucoup plus performantes
que les méthodes non-intrusives. Parmi ces dernieres, notre algorithme converge le plus rapidement, sur cet
exemple.

Considérons un cube € maillé avec des hexaedres linéaires, avec tous les déplacements fixes sur une face
(notée I'p) et une pression imposée sur la face opposée (notée I'y), les autres faces étant libres. Le domaine
contient 6 fibres Q- ,Qg, voir Figure 3.18. Nous définissons Qg := Q\ (U?zlﬂi) et considérons le probléme
suivant d’élasticité linéaire : trouver u € H} ()3 tel que Vv € H}(Q)?

m t . T v ¥ ) o) = .n)v .
|5 T+ 00 - (0490 + [ (T u) (70 = [ (380

N

oti, H}(Q)? = {w € L*(Q) tel que Vw € L?*(Q)>*3 et w|r, = 0}, m et n2 sont respectivement les pre-
mier et second coefficients de Lamé, ¢ = ton (avec n la normale unitaire dirigée vers lextérieur et tyg =
—100 N.m™2) est la pression imposée sur I'y, et u, est le déplacement inconnu. Notons 7 et 72 res-
pectivement le premier et second coefficients de Lamé dans €2, 0 < k < 6. Nous choisissons comme parametres
= ("1,0,M2,0,M1,1,M2,1, - - » 71,6, 72,6), €t la décomposition affine (3.56) est obtenue comme A, = Zzli1 ar(p) Ay
avec (Agk)i)j = fﬂk % (Vgih + thSZ)(quJ + thbj) and (AQ]C_H)Z'J‘ = ka (V . ¢z) (V . ¢j), 0 S k S 6, 1 § i,j S N
(ot (¢:)1<i<ns est la la base d’un espace éléments finis approchant Hg (Q)3, avec N' = 27,783), et agp = 01,
Qo411 = N2,k, 0 < k < 6. L’espace paramétrique est défini comme suit : le coefficient de Poisson de référence est
0.3 dans le cube complet et le module de Young pour la fibre est 2 x 109, et 2 x 10° dans le reste du domaine.
A partir de ces valeurs, nous calculons les coefficients de Lamé de référence (11 x,m2,5) = (1.15 x 102, 7.7 x 10%)
pour les fibres (pour 1 < k < 6), et (11,0,72,0) = (1.15 x 10%,7.7 x 10°) pour le reste du domaine. Trois espaces
paramétriques sont considérés, comme le produit tensoriel des intervalles centrées en ces valeurs de référence,
et de largeur respectivement 1%, 5% et 10% de la valeur de référence correspondante.

Dans la Figure 3.18 sont représentées les erreurs relatives entre ’algorithme proposé et les Gaussian processes.
Nous tirons les mémes conclusions que ’expérience numérique précédente.

1072 4 7%
B Ny

s | —

210734 N

- | N < <

o ] N RN

B1074 4 o Tl

= E N N S~

w1075 5 -

U Magnitud = 1 h
agnitude 210_6’; . -
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@ 1 N
0.010342 <1077 4 N

~ |
0.0068947 10-8 R
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549906,34 ].O T T \\\‘2 T 11

10
Qm,d

FIGURE 3.18 — Gauche : solution haute-fidélité de (3.80), ou le maillage est déformé proportionnellement & la
solution ; droite : Erreur relative moyenne en norme euclidienne des solutions en utilisation notre algorithme
et les Gaussian processes : — Gaussian 1%, — Gaussian 5%, — Gaussian 10%, - - - algorithm proposé 1%,
- - - algorithm proposé 5%, - - - algorithm proposé 10%, le % indique la taille de I’espace paramétrique considéré.

Extension a ’approximation non-intrusive de solutions de problémes non-linéaires paramétrés

Cette section correspond au Rapport Rap.1.

Nous adaptons 'algorithme présenté a ’approximation non-intrusive de solutions de problémes non-linéaires
paramétrés. Nous illustrons directement la procédure sur un probleme de thermique non-linéaire instationnaire.
Pour simplifier les notations, nous n’explicitons pas les dépendances en p. En prenant les mémes notations pour
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la géométrie que celles du probléme (3.76) :

W v w v = o
)\(u)Vu =dqs on an (3.81)
A(u)Vu =0 on 0N\0S¢
u=u’ on Q,att=0

ou u est le champ de température inconnu, e est I’énergie interne massique, gy est une source de température
volumique, ¢s est une source de température massique, A(u) est la conductivité thermique dépendant de la
température, u° est la condition initiale. Considérons la formulation variationnelle suivante trouver u € H(Q)
tel que pour tout v € HY(Q),

86(u)v + / Aw)Vu -V = / gs - v+ / qyv. (3.82)
o Ot Q QN Q

Apres discrétisation en temps par un schéma d’Euler implicite, un algorithme de Newton peut étre utilisé pour
résoudre le systeme d’équations non-linéaires obtenu :

DF
B Wine) (WA —wing) = —F (uiae) (3.83)
ol
e(uiae) —e(ug—
f(umt)rz/ (iae) Ai ( 1)At)<pr+/ )\(UiAt)vuiAt'vSpr_/ qS,iAt'nSOr_/ qu,iater, (3.84)
Q Q QN Q
et
DF 1 k k dxr i k
Du (Umt)r’s At /Q cp(uing)ores + /Q AMuga) Veor - Vips + o %(uiAt)(Pr (Vuiar - Ves) (3.85)

avec ¢p := %, la capacité thermique massique et ¢4, une base éléments-finis engendrant un espace approchant
HY(Q).
Notons que le dernier terme dans (3.85) est parfois ignoré dans certains solveurs, pour garder une matrice
D
tangente

D];“ (u’fAt) symétrique : nous le faisons ici, comme discuté dans la Section 3.2 et [72]. Nous supposons

. , , DF . N X

que nous connaissons les dépendances en (i et v des opérateurs =54 (v) et —=F, (v), ce qui correspond a connaitre
les équations (3.81) de la physique considérée. Dans notre cas, cette hypothése revient & considérer que nous
connaissons les fonctions ¢y, A, qv et gs. Comme depuis le début de cette section, nous supposons aussi que
nous n’avons acces qu’aux solutions calculées par le code a notre disposition : nous pouvons seulement évaluer
la fonction H : P 3 p — H(p) = (u#-,iﬂt)lgigNm' Sous ces hypotheses, nous proposons de construire une

approximation non-intrusive de H sous la forme

n
M) ~ | wnar+ DA, )P (3.86)
=t 1<i<Na
olt Aj(p,1), 1 < < Nag, p € P, est évalué efficacement (c’est-a-dire en complexité algorithmique indépendante
du nombre de degrés de liberté de la solution) et ®; sont des fonctions de 'espace construites au cours d’une
phase offline.

L’idée ici est de remplacer la résolution du systéme linéaire (3.83) par un approximation d’inverse de matrice
selon (3.65), ou I’hypothese de décomposition affine (3.56) est obtenue de fagon approchée dans un contexte
non-linéaire. En approchant le membre de droite par une décomposition affine en parametre également, nous
montrons comment la solution & chaque pas de temps peut étre approchée de facon non-intrusive.

Dans un premier temps, la connaissance des équations et 1'utilisation d’EIM nous permettent d’obtenir une
décomposition affine approchée de la matrice tangente et du second membre de (3.83) pour la premiére itération
de Newton & chaque pas de temps (notons que ugﬂv At = Uy, (i—1)A¢)- Nous construisons une approximation EIM
pour les fonctions de deux variables ((i,t), ) — cp(up(x)) et (1, 1), ) = AMup,(x)) (le parametre et le temps
ont été regroupés dans la méme variable); la phase d’apprentissage de EIM requiert un échantillonnage du
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domaine de définition de ces fonctions : nous prenons des valeurs de u choisies par une Design Of Experiment
PpoE, les valeurs de ¢ sont celles du schéma numérique (¢t = iAt, 1 < i < Nay), et les valeurs de x sont les
positions des noeuds du maillage de ). Notons qu’en pratique, nous n’avons pas besoin de manipuler le maillage
ni de connaitre la positions des nceuds, nous travaillons seulement avec les composantes du vecteur solution
u, ;. Les approximations EIM sont :

der

Upt Zﬂl T Cp ut)z( ))

(3.87)
U,u t Z ﬁ :U/v u(,u,t)m (.’E))
Nous remplagons les approximations (3.87) dans (3.85) pour obtenir :
DF, 1
DUM (“u,(i—l)At s Zﬁ 122 At) (At/Qcp(u(u,(z'—1)At)l)<Pr905)
(3.88)

+ Z B2 (1, (i — 1)AD) ( / ORI ws) .
m=1

Notons que les matrices entre parenthése sont indépendantes du parametre et du temps : ((u, (i — 1)At),,
1<i<do et (u,(i—1)At),,, 1 <m < d*, sont des valeurs choisies du couple (u, (i —1)At)). Avec d = d° +d*,
let cy(p, (i—1)At) = B, (1, (i— JAL) for 1 <1< d% et oy(p, (i—1)At) = B e, (1, (i— 1)At) pour d» <[ < d;
et posons (A;), s = At fﬂ Cp(U(u,(i—1)an),)@rps pour 1 <1 < d et (Ap)rs = [o A (U, (i—1)At),_yep )V Pr - Vips
pour d» <1 <d. Alors, (3.88) peut étre réécrit de fagon équivalente comme :

DF,

Du“ (wp(i—nyae) = Y o, (i — 1)AL) A (3.89)

Ensuite, en considérant approximation EIM de g(k, (u,t)) = H;izl af’ (1, 1) == ZZD=1 Bi(p, t)g(k, (1, 1)) nous
obtenons, en utilisant (3.65) :

—1 D
<DD];M (uu,(i—l)At)) ~ Zﬁl(/h (i — 1)AH)Q, (3.90)
=1

ot Q= ( £ (UG (i-1) A0, ))_1-

Con51derons maintenant le membre de droite dans (3.83) pour la premiére itération de Newton. Comme
ug’mt = U, (i—1)At, en utilisant (3.84), nous obtenons :

—F(uy,(i—1)at)r = */Q/\(Uu,(i—nAt)VUu,(i—nAt -V, +/ag 4., (i—1)At * VP +/qu,u,(i—1)At§0r- (3.91)

N
Avec des EIM additionnels sur ((g,t),z) — uu(z), ((g,1),2) = gspi(x) et (1), z) = gy pi(x), nous

obtenons (en utilisant des notations sur le méme modele que (3.87)) :

- f(up,(i—l)At)r ~

av  d*

- Z Z Bt (s (i = 1) AL B, (1, (i — 1)At)/ AU, (= 1) A1) ) VUi ALY (1, (- 1) A1), * YV Pr
1=1 m=1 Q (3.92)
d4is 49v

+ Zﬁ (1, (i — 1)At) /an 45, (u,(i—1)At), * NPr + Z B (, (i — I)At)/QQV,(,u,(ifl)At)m@r-

m=1

Avec d' = d"d*+d9s +d?, posons v (u, (i —1)At) = B x (1, (i — 1) AL) Bty g (1, (i — 1) At) pour 1 < 1 < d*d* (o
1 : d* et 1%d* sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de I par d*), et v;(p1, (i—1)At) =
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B jugs (11, (i—1)At) pour d*d> <1< d"d*+d? et vy (p, (i—1)At) = B 1 on _ gas (11, (i—1)At) pour d*d*+d?s <
| < d“d* +d'; et posons (b)), = —Jo )\(u(ﬂy(i,l)m)l%dk)Vu#’mtu(“’(i,l)m)w - Ve,) pour 1 <1 < d%d, et
01)r = [o0, 95.(u.(i-1)AL),_yu,n -1 pOUr d*d* <1< d¥d +d%, et (0)r = [o Qv (u(i-1)A0), yupr g Pr) POUT
dvd* + d?s <1 < d*d + d'. Alors, (3.92) peut étre écrit de fagon équivalent comme
&
—F(wi-vyar) =yl (i = 1) A6 (3.93)
=1

Ensuite, en utilisant (3.90) et (3.93) dans (3.83), nous obtenons :

DF, !
(Upine — U (i—1)At) = (Duﬂ (u,u,(i—l)At)> (=F(up (i—1)at))
D d (3.94)
~ Z Z 5l(/~"7 (Z - 1>At)’)/m(:u, (Z - 1)At)lem~
=1 m=1

Définissons (i, t) = Br.a (16 t)Vigar (1, 1) €t @@ = Qrarbigar, 1 <1 < Dd', de sorte que (3.94) est écrit de fagon
équivalent comme

Dd’
(Au)iar = Y mip, (i = 1)At)g, (3.95)
=1
ou (Au)mm = Upint — Uy, (i—1)A¢ €St la variation de la solution entre les pas de temps 7 — 1 and 7. No-

tons que les ¢; sont indépendants de u et ¢. Calculons une derniére approximation EIM sur 7; : 7(p,t) =
sz/=1 01, () T1((p, t)1r) et utilisons-la dans (3.95) pour obtenir

d// Dd/
(Au)ine ~ Y 6, (1 (i = ALY " ni((p, (i — DAL
l';} =1 (3.96)

= b, (s (i = DALY (Au) ian), -
I'=1

Nous remplagons la solution de la premiere itération de Newton ullt ia; par la solution u, ;Ao pour obtenir :

4"

Upint = Uy (i—1)At T Z 51,/ (1, (i — 1)At)(AU)(u,iAt)l,- (3.97)
=1

Remarque 3.5.2.2. Nous identifions u}mm par u, ;a¢ car, avec nos hypothéses de non-intrusivité, nous n’avons
pas accés aux solutions intermédiaires de l'algorithme de Newton. Cependant, lorsque le modéle haute-fidélité
calcule plusieurs itérations de Newton, nous faisons mieur que simplement négliger les itérations suivant la
premiére, car dans le membre de droite de (3.97), nous réalisons une combinaison linéaire de variations totales
entre pas de temps, et non pas entre un pas de temps et la premiére itération de Newton. De plus, dans le modéle
haute-fidélité, la non-linéarité peut étre résolue par d’autres techniques qu’un algorithme de Newton, et notre
expression (3.97) peut toujours étre calculée car elle ne dépend d’aucune quantité intermédiaire du Newton.

Enfin, pour compresser encore les données et obtenir une expression de la méme forme que (3.86), nous calcu-
lons une SVD tronquée de la matrice ((Au)ur:Nm’(,ﬂ%Nm)At) € R#Ppop)Na)xN ot nous gardons les vecteurs
S
singuliers droits ®;, 1 < j < n, pour obtenir I'approximation suivante : (Au)(, ias),, = Z?Zl ((A“)(u,mt)z/ , <I>j) ;.
En utilisant cette approximation dans (3.97) et en notant \;(u,i) = Z;i,”:l 61, (s (i = DAE) ((Au) ian), > P5),
nous obtenons
n
Upine R U -nae + DN (16,1)®;, (3.98)
j=1
qui est de la forme cherchée (3.86).

Comme application numérique, nous considérons le maillage d’aube de turbine haute pression représenté
dans la Figure 3.16, sur lequel le probléeme (3.81) est résolu, avec gy = 0, 0y étant la surface des canaux
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de refroidissement, et gs étant constant, et A(u) = 28 — 10arctan(11 — 0.01u). Les dépendances paramétriques
1, f2, 3 concernent la capacité thermique massique, qui dépend aussi de la température : c,(p) = 34404 —
320pz arctan(0.01p5(u — 500)). Les intervalles de variations considérées sont p; € [0.8,1.2], 1 < i < 3. La
Figure 3.19 montre 'erreur relative en norme euclidienne par rapport a la taille du Design Of Experiment, pour
notre algorithme et les méthodes statistiques présentées lors de I’application numérique précédente.

Mean relative Eulidian error norm

Proposed algorithm
Bayasian

Gaussian
GradientBoost
RandomForest

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Size of the DOE

FIGURE 3.19 — Erreur relative de la prédiction en norme euclidienne par rapport a la taille du design of
experiment

3.5.3 Un environnement non-intrusif et parallele en mémoire distribuée pour la
réduction de modele non-linéaire en mécanique des structures : application
a ’extrapolation cyclique de matériaux élastoviscoplastiques

Cette section correspond a la Publication Pub.7 et aux Exposés Exp.3, Exp.4 et Exp.5.

Le probleme considéré ici est I’estimation rapide de la durée de vie des aubes de turbine, dont la motivation
a été donnée dans l'introduction du manuscrit.

Dans l'industrie, les méthodes non-intrusives pour accélérer les simulations numériques sont couramment
utilisées. Outre leur avantage pratique, des raisons plus importantes justifient leur utilisation : toutes les
méthodologies de simulation sont certifiées en utilisant une certaine version d’un code, et modifier ce code
conduirait & une nouvelle procédure de certification ; par ailleurs, les codes commerciaux utilisés par les bureaux
d’études bénéficient de contrats d’assistance fournis par les éditeurs du code. Ainsi, développer des méthodes
non-intrusives est important pour la diffusion de la réduction de modele dans I'industrie. La littérature sur les
méthodes non-intrusives en réduction de complexité algorithmique est vaste, mais dans leur grande majorité,
ces méthodes ne sont pas de type Galerkine, et ont tendance a “oublier” ’équation d’origine. Concernant les
méthodes d’apprentissage statistique et les régressions, nous pouvons citer les revues bibliographiques [13, 44,
78,88, 109]. Dans les méthodes de réduction de modele a posteriori, des efforts ont été fournis pour réduire
les contraintes d’intrusivités. Dans la Section 3.5.1, nous avons modifié la méthode des bases réduites en ne
requérant au code haute-fidélité que de multiplier I'opérateur linéaire construit par des second-membres fournis
par 'utilisateur. Dans [55], des problémes paramétriques sont approchés en n’utilisant que la premiére itération
d’un solveur itératif haute-fidélité. Dans [16,68], une méthode de bases réduites est utilisée, et les coefficients de
la solution réduite sur cette base sont calculés en utilisant des méthodes d’interpolation ou de régression au lieu
d’utiliser une méthode de Galerkine dans la phase online. Dans [32], ces coefficients sont approchés en utilisant
une méthode a deux grilles et en utilisant un code élément-finis de fagon non-intrusive.

Dans cette section, nous proposons une suite logicielle capable de construire des modeles réduits pour la
mécanique des structures non-linéaire, de facon non-intrusive, et qui peut traiter des simulations de grande
échelle. Nous identifions trois étapes, qui peuvent étre exécutées séparément en temps, et possiblement sur des
ordinateurs différents : (i) la production des solutions haute-fidélité par un logiciel commercial, (ii) la phase
offline de la réduction de modele et (iii) la phase online ou le modele réduit est exploité. La non-intrusivité
suppose que seul le champ solution de déplacement est connu, et toutes les étapes supplémentaires nécessaires
a la phase offline sont traitées par des routines python internes. L’applicabilité & un nouveau code commercial
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nécessite simplement de convertir le maillage et résultat de calcul vers notre format interne. L’ensemble de la
chaine de calcul peut-étre utilisée en séquentiel ou en parallele en mémoire distribuée, de la génération des
solutions haute-fidélité (reposant dans notre cas sur la décomposition de domaine par FETI - Finite Element
Tearing and Interconnect [52,58]),) a la visualisation de la solution réduite, en passant par les phases offline et
online. La non-intrusivité est illustrée sur des problemes élastoviscoplastiques utilisant les versions commerciales
de Z-set et Ansys Mechanical. La motivation industrielle de ces développements est la simulation efficace du
chargement cyclique d’une aube de turbine haute pression, pour la prédiction de la durée de vie.

Probléme de référence en mécanique des structures non-linéaire

0Qps

FIGURE 3.20 — Modélisation de la structure d’intérét ) dans un contexte sous-structuré.

Considérons une structure, notée €2, de frontiere 02 partitionnée comme 92 = 9Qp U 00y tel que 0Np N
00N = 0, voir la Figure 3.20. La structure est soumise 4 un chargement quasi-statique et dépendant du temps :
une condition de Dirichlet homogene sur 92 p, une pression dépendant du temps sur 9y et une force volumique
f. La réponse de la structure est gouvernée par les équations suivantes :

e(u) = % (Vu+ V) in Q x [0, T] (compatibilité), (3.99a)
dive +f=0 in Q x [0, T] (équilibre), (3.99b)
oc=o(u,y) in Q x [0, T] (loi de comportement), (3.99¢)
u=0 in 9Qp x [0,T] (encastrement), (3.99d)
o-n=Ty in 9Oy x [0, T] (pression), (3.99¢)
u=0,y=0 in Q (condition initiale), (3.99f)

ol u est 'inconnue, € est le tenseur des déformations, o est le tenseur des contraintes de Cauchy, y est le vecteur
des variables d’état, et n est la normale extérieure sur 9. Soit H(Q) = {w € L*(Q) g—z €L?(N), 1<i<
3 et w|pq, = 0}. L’évolution des variables internes y est mise & jour en résolvant la loi de comportement.

Comme notre procédure est non-intrusive, elle a seulement besoin d’une évaluation de la solution de (3.99a)-
(3.99f) par un code commercial. Supposons qu’une quantification de la précision du résultat soit possible, et
fixée & ellEM

Une procédure non-intrusive et paralléle en mémoire distribuée

La suite logicielle non-intrusive consiste en un ensemble de classes python, parallélisées en utilisant MPI
for Python (mpidpy, voir [43]). Lorsqu’elle est utilisée en paralléle, elle suppose que le résultat haute-fidélité,
les chargements et le maillage sont fournis par le code commercial indépendamment pour une collection de
sous-domaines €, 1 < I < ng, constituant une partition de la structure Q : Q; N Qy = () pour tout I # I, et

d
U Q; = Q, voir la Figure 3.20.
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Phase offiline : une procédure en trois étapes

Les trois étapes de la procédure sont

. (Génération des données) C’est la génération des snapshots ug, 1 < s < N, par le modele haute-fidélité
considéré, ou snapshot réfere aux solutions haute-fidélité a notre disposition. Remarquons que le compor-
tement global de la structure n’est supposé connu que via ces données. L’histoire compléte des quantités
duales est reconstruite sur un maillage de €2 en utilisant un solveur de loi de comportement et 'informa-
tion des champs de déplacement. Pour cela, notre code est interfacé au solveur de loi de comportement
Zmat [90].

. (Compression des données) C’est le calcul de la base d’ordre réduit (¢;)1<i<n, ol n < N (avec N le
nombre de degrés de liberté du modele haute-fidélité associé), obtenue par post-traitement des snapshots,
en cherchant une structure de rang-faible. Nous utilisons la snapshot POD pour ses bonnes performances
en paralléle avec mémoire distribuée, (voir Algorithm 3 et [34,105]).

Algorithm 3 Compression des données par snapshot POD

1.

2.

3.

Choisir une tolérance epop
Calculer la matrice des corrélations C; ; = / u; - uy, 1 <4,5 < N,
Q

Calculer une décomposition aux valeurs propres tronquée a epop de C, avec &; et \;, 1 <1i < n, respective-
ment les vecteurs propres et valeurs propres de C'

N
1 c
Calculer la base d’ordre réduit ¢;(z) = o Z uj(2)6i;, 1<i<n
i 5=

Chaque sous-domaine peut construire sa matrice de corrélation locale, et la matrice de corrélation globale
peut étre reconstruite par chaque processus au prix d’'une communication MPI de type all-to-all, pour un
objet de taille %NC (N, + 1). La construction des matrices des produits scalaires L2(;), , 1 <1 < ng, est
également faite en paralléle.

. (Compression des opérateurs) C’est le traitement additionnel requis pour garantir V'efficacité de Iétape
online. Cette étape est présente pour toutes les applications en réduction de modele, indépendamment de
la linéarité ou la non-linéarité du modele haute-fidélité ou de la structure des dépendances paramétriques
— mais dans les cas les plus compliqués, une approximation est introduite. Nous renvoyons aux discussions
dans la Publication Pub.7.

Trois méthodes ont été introduites simultanément pour 1’étape de compression des opérateurs pour
les problémes non-linéaire : la Missing Point Estimation (MPE) [15], 'Empirical Interpolation Method
(EIM) [17] (présenté dans V'introduction), et 'hyperreduction [100]. D’autres méthodes ont été introduites
plus tard, comme la Best Point Interpolation Method (BPIM) [92], la Discrete Empirical Interpolation Me-
thod (DEIM) [35], la méthode Gauss—Newton with Approximated Tensors (GNAT) [30], 'Energy Conser-
ving Sampling and Weighting (ECSW) [50], 'Empirical Cubature Method (ECM) [66] et la procédure LP
empirical quadrature [120].

Nous choisissons de construire une quadrature réduite a poids positifs, comme proposé dans les trois
derniéres de ces méthodes. Considérons le vecteur des forces internes calculé par quadrature exacte par la
méthode des éléments finis :

() = Y0 ko (i) (1) € (00 (), (3.100)

ecE k=1

ou F est I’ensemble des éléments du maillage, n. est le nombre de points de quadrature de ’élément e,
wi et zi les poids et points d’intégration de I’élément considéré et ou le tenseur des contraintes o (4, y)
pour la solution réduite considérée @ et les variables d’état y est vu comme une fonction de ’espace et du
temps. Notons Ng le nombre total de points d’intégration. Des approximations de (3.101) sont cherchées
sous la forme d’une quadrature réduite a poids positifs :

d
F0) = [ o (el (2.0) € ) () % 3 o (0.9) (w0 € (0 (o), (3.101)

k'=1
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ol wys > 0 et xps sont les poids et points d’intégration, et ou d est la longueur de la quadrature réduite.
Proposée originalement dans [12] en imagerie par ordinateur, la positivité des poids garantit la préservation
par lopérateur réduit des structures spectrales de 'opérateur du modele haute-fidélité.

Nous cherchons & construire une quadrature la mieux adaptée aux solutions du modele haute-fidélité a
notre disposition : Notons d’abord f; := o (u(q//n)+17y) D€ (¢(q%n)+1), ou // et % sont respectivement
le quotient et le reste de la division euclidienne, et Z est un sous-ensemble de [1; N¢| de taille d. Ensuite,
notons Jz € R*NeXd o h € N*Ve te] que pour tout 1 < ¢ < nN, et tout 1 < ¢ < Ng,

Jz = (fq(:vzq,)> , b= (/ fq) : (3.102)
1<q<nN., ¢€Z @ /1<q<nN.

d
ou Z, denote le ¢’-éme élément de Z. Soit w € R+, (Jzw), = qu/a(e(u(q//n)ﬂ),y) (xz,) :
q'=1

€ (¢(q%n)+1) (xgq,), 1 < g < nN,. est une approximation candidate pour/ o (e(u(q//n)+1), y) € (¢(q%n)+1) =
Q
by , 1< qg<nN..

Le probléme consistant a trouver la meilleure quadrature de longueur d adaptée au calcul du vecteur des
énergies internes est écrit (c.f. [66, Equation (23)])

0, Z) = i Jz@' —b 3.103
(wa ) argw’>0,g}lcn[l;NG] ” zZw ”7 ( )

ot ||-|| est la norme euclidienne. La notion de bonne formule de quadrature réduite implique un compromis
entre la vitesse d’évaluation de Papproximation et sa précision. Comme indiqué dans [50, Section 5.3], qui
cite [8], prendre la longueur de la formule de quadrature réduite dans la fonction objectif de 1'optimisa-
tion conduit a un probleme NP-complet. Le calcul d’une solution approchée est un probleme qui a été
étudiée par la communauté du traitement du signal, ou différentes variantes d’algorithmes gloutons ont
été proposées. Dans [50], un Sparse NonNegative Least-Squares (NNLS), proposé dans [96], est utilisé
pour atteindre une solution en temps raisonnable dans notre contexte de réduction de modele. Ici, nous
considérons une modification de I’Orthogonal Matching Pursuit [84] prenant en compte les contraintes de
non-négativité, voir [118; Algorithme 1] et Algorithme 4. Dans ce travail, nous considérons une heuristique

Algorithm 4 Nonnegative Orthogonal Matching Pursuit.

Entrée : J, b, tolérance €op.comp.; Tk, 1 <k < Ng
Initialisation : Z =0, k' =0, 0 =0et ro =
1. while ||/ ||, > €]|b]|, do

2.

3.

4.

T < indice max ((J[I:NG])T T’“')
Z+— ZUT
@ < arg min||b — Jz&'||,
@w'>0
T‘k/+1 < b — JZ(':)
K+ K +1

7. end while
s. d<+— kK

0. T =2z, 1 <k<d
Sortie : @y, T, 1 < k <d.

simple adaptée au contexte paralléle en mémoire distribuée, introduite dans [51, Section 3.3] et consistant
a chercher des quadratures réduites indépendamment dans chaque sous-domaine. Les intégrations sur le
domaine complet € sont alors simplement obtenues en sommant toutes les quadratures locales.

Nous renvoyons vers la Publication Pub.7 pour des remarques et commentaires sur les détails techniques.
Workflow paralléle en mémoire distribuée
Le workflow des données et opérations paralleles en mémoire distribuée est illustré dans la Figure 3.21.
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data generation : compression: compression : stage , and visualization
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experimental setting

w/ mesh construction
and field projection

conversion to distributed | MPI | embarrasingly | MPI | embarrasingly
solution and mesh formats| communicatiomn parallel | communication parallel

FI1GURE 3.21 — Workflow parallele en mémoire distribuée

Phase online : le probléme réduit
Le systeme d’équations non-linéaires réduites est résolu par un algorithme de Newton :

DF () (@441 — o) = —F (a"), (3.104)

on @k eV = Span (¥;); <;«,, est la k-eme itération du déplacement réduit pour le pas de temps considéré et

n
sk _ (ok n Ak _ N .
i *(ui)1gign€R est tel que @ *E U, ; et ou,
i=1

Do (@) = [ ew): T (@) e (3105)

f(ﬂ’“,y)f/go(a’“,y) :e(wz-)—/gf-wi—/m T - ;. (3.106)

L’algorithme de Newton s’arréte lorsque la norme du résidu réduit divisée par la norme du vecteur réduit
des forces extérieures est plus petite qu'une certaine tolérance, notée eXOM  T’étape online est dite efficace
si (3.104) peut étre construit en complexité algorithmique indépendante de N, ce qui est le cas ici par le calcul
des intégrales sur €2 par les quadratures réduites construites dans ’étape de compression des opérateurs.

Notons que le modele réduit permet de construire une approximation du déplacement sur le maillage haute-
fidélité, mais les quantités duales (tenseurs des contraintes et déformations et variables d’état de la loi de
comportement) ne sont calculées que aux points d’intégration sélectionnés dans 'étape de compression des
opérateurs. Pour reconstruire ces quantités duales sur le maillage complet, nous utilisons une procédure basée sur
la DEIM et la Gappy-POD, adaptée au contexte paralléle en mémoire distribuée et présentée dans 1’Algorithme 5
(voir [48] pour la présentation originelle de la Gappy-POD).

Algorithm 5 Reconstruction des quantités duales (DEIM et Gappy-POD) : exemple de la plasticité cumulée p

Phase offline : considérons le sous-domaine €;, 1 <1 < ngy
1. Choisir une tolérance egappy—PoD
>, Appliquer la snapshot POD (Algorithme 3) sur les snapshots haute-fidélité p', 1 < s < N, pour obtenir les
1
vecteurs ¢f | 1 <4 < n!, orthonormés par rapport au produit scalaire [LQ(Q)]3
l
s. Appliquer EIM sur la collection de vecteurs ¢f , 1 <4 < n' pour sélectionner n! indices distincts { j,lg}lg k<n
(1< j,lC < Ng), et compléter (sans répétition) cet ensemble d’indices pour les indices de la quadrature locale
pour obtenir les ensembles {j} }1<p<m (1 < ji < Ng), ou m! <nl 4+ d
L 1 1
+. Construire les matrices M! € N*' *7' telles que Mll] = > yr (xji)wf (xji) (produits scalaires “gappy”
des modes POD)
Phase online : considérons un instant ¢ et un sous-domaine [, 1 <[ < ny
L
1. Construire € R"L, avec 3; = ZZ“:I wf(ij;'; )Pk, ol P € R™ est tel que Py est la prédiction online de p au

temps ¢ et au point d’intégration Z; (obtenus a partir d’évaluations de la loi de comportement)

l
k
2. Résoudre le systéme linéaire (de petite taille) : Mw = 8

l 1
s. Calculer la reconstruction de p! sur le sous-domaine complet Q! avec Yo wi
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Proposition 3.5.3.1 (La reconstruction est bien définie). Le systéme linéaire considéré dans la phase online
de I’Algorithme 5 est inversible.

Extrapolation cyclique pour une aube de turbine haute pression avec Z-set

Nous renvoyons vers la Publication Pub.7 pour ’ensemble des illustrations numériques. Pour cette applica-
tion, nous utilisons la suite logicielle présentée pour calculer un grand nombre de cycles de chargement d’une
aube de turbine haute pression. Nous utilisons la procédure suivante : le premier cycle est calculé avec le modele
haute-fidélité, puis un modele réduit est construit et exécuté sur les cycles suivants. Notons que ce n’est pas le
contexte habituel d’utilisation d’un modele réduit, dans la mesure ou il est exploité pour un seul calcul. Ainsi,
nous nous employons & optimiser toutes les étapes de la phase offline et incluant le temps d’exécution de cette
phase dans nos mesures de speed-up (qui est donc défini comme le ratio entre les temps d’exécution du modele
haute-fidélité et de notre procédure compléte).

Nous considérons un modele d’aube de turbine haute pression avec quatre canaux de refroidissement. La
partie basse de l'aube, appelée le pied, est modélisée par un matériau élastique (méme si de la plasticité a
effectivement lieu dans cette partie, elle n’est pas dimensionnante pour la durée de vie, donc nous choisissons de
ne pas la modéliser) ; tandis que la partie haute de 'aube est modélisée avec un matériau élastoviscoplastique.

La loi de comportement de ce dernier matériau est une loi de Norton avec écrouissage cinématique non-
linéaire : la partie élastique est donnée par o = A : (e —eth — P ), ot € = (T —Tp) I est le tenseur des
déformations thermiques, avec I le tenseur identité du second ordre et « le coefficient d’expension thermique
en K~! dépendant de la température, et o1 A est le tenseur des rigidités et e est le tenseur des déformations
plastiques. La partie viscoplastique nécessite de résoudre le systeme d’équations différentielles ordinaires :

€ =p 5 )
V(s = 2Ca) : (s— 2Ca)

& =¢’ — pDa,
= ()
K b

ol le critére de plasticité est f,. < 0 (avec la surface f, = \/g\/(s — %Ca) : (3 — %Ca) — Ry), p est la plasticité

cumulée, o (sans dimension) est la variable interne associée au tenseur back-stress X = %Coz représentant le
centre du domaine élastique dans ’espace des contraintes, s := o — %Tr(o)[ (avec Tr 'opérateur de trace) est la
partie déviatorique du tenseur des contraintes, et (-) denote 'opérateur partie positive. La coefficients suivants
dépendent de la température : limite d’élasticité initiale Ry (en MPa), coefficient matériau de Norton K (en
MPa.sw ), coefficient matériau exposant de Norton m (sans dimension) et coefficients d’écrouissage C' (en MPa)
et D (sans dimension). Les variables d’état considérées ici sont € et p, et 'équation différentielle ordinaire est
complétée avec les conditions initiales e =0et p=0at=0.

(3.107)

Le modele haute-fidélité est calculé en paralléle sur 48 coeurs avec Z-set et le solveur AMPFETI (Adaptive
MultiPreconditioned FETI [27]), voir Figure 3.22. Le chargement est représenté sur la Figure 3.23 : l'axe
de rotation est dirigé le long de laxe x (et localisé loin sous l'aube) et la vitesse de rotation a un profil
croissant linéairement, puis décroissant linéairement au milieu du cycle; le champ de température commence
par une uniforme 20°C a t = 0s, est interpolé linéairement nceud par nceud jusqu’au champ représenté sur la
Figure 3.23 b) a t = 20s et décroit linéairement jusqu’a une uniforme 20°C a ¢ = 40s. Les caractéristiques du
cas-test sont données dans la Table 3.3.
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Nombre de degrés de liberté 4,892’463

Nombre de tétraédres (quadratiques) | 1'136’732

Nombre de points de quadrature 5683660

Nombre de pas de temps 40 par cycle

TABLE 3.3 — Caractéristique du cas-test d’aube de turbine haute pression

evp

elas

FIGURE 3.22 — a) structure découpée en 48 sous-domaines - la partie supérieure de I'aube est modélisée par
une loi élastoviscoplastique et le pied de ’aube par une loi élastique, b) maillage pour I'aube de turbine haute
pression avec un zoom autour des canaux de refroidissement.
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FIGURE 3.23 — a) Vitesse de rotation en fonction du temps, b) champ de température au chargement maximum
(t = 20s).

Des détails sur la procédure de calcul sont donnés dans la Table 3.4. En particulier, toutes les étapes
sont exécutées en parallele en mémoire distribuée, en utilisant le protocole MPI pour la communication entre
les processus (48 coeurs sur 2 nceuds). Nous remarquons que dans notre chaine de calcul, la visualisation
est aussi faite en parallele en mémoire distribuée avec paraview [5]. Les choix pour le critére d’arrét sont

empiriques : eﬁg‘%on et eﬁgvlv\fon sont choisis & 1078, epop = 1077 et €Gappy—POD = 107 fournissent la meilleure
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Etape

algorithme

tps. de retour (CPUs)

Génération données

solveur AMPFETT (Z-set), ellFM =106

2h18min (48)

Compression données Snapshot POD distribuée, epop = 1077 9min (48)

Compression opérateurs NonNegative Orthogonal Matching Pursuit distribué, eop.comp. = 107° 44min (48)
Calcul online ROM pour 100 cycles, eROM = 10-6 3h13min (48)

Reconstruction de o, € et p Gappy-POD distribuée, egappy—prop = 1077 Tmin (48)

TABLE 3.4 — Description de la procédure compléte (p est la plasticité cumulée)

compression possible (en-dessous de ces valeurs, la représentation des données sur la base n’est pas plus précise),
€0p.comp. = 107 : en dessous de cette valeur, la convergence du Distributed NonNegative Orthogonal Matching
Pursuit est tres lente, et parfois jamais atteinte dans certains de nos tests numériques. La procédure complete
prend 6h31min pour calculer un approximation de la solution sur 100 cycles, tandis que le modele haute-fidélité
prendrait 9 jours et 14h, ce qui correspond a un speedup d’environ 35. Si ce speedup peut apparaitre faible,
nous soulignons que toute la phase offline a été prise en compte, et que nous utilisons un temps de référence
utilisant un solveur AMPFETT a ’état de 'art (un speedup supérieur aurait été obtenu en comparant avec une
référence calculée par Abaqus, par exemple). Avec cet exemple, nous illustrons comment un calcul qui prend
plusieurs jours avec des solveurs haute-fidélité a ’état de I'art peut étre approché en une nuit, ce qui est de
grande intérét pratique dans des phases de design de pieces mécaniques dans I'industrie.

Les points d’intégration sélectionnés a ’étape de compression des opérateurs sont représentés dans la Fi-
gure 3.24.

FIGURE 3.24 — Points d’intégration sélectionnés a ’étape de compression des opérateurs.

Pour évaluer la précision du ROM et sa capacité a extrapoler le chargement cyclique, le modele haute-fidélité
a été exécuté sur 10 cycles, pour une durée de 23h20min. En comparant le ROM et le HFM au 10°™¢ cycle, nous
vérifions les capacités d’extrapolation entre les cycles 1 a 10. Pour des raisons de ressources, le HFM n’a pas été
calculé jusqu’au 100°™¢ cycle. Nous sélectionnons trois sous-domaines critiques sur la structure, et trouvons le
point (noeud pour U et point d’intégration pour p) ou le champ considéré a la plus grande amplitude. L’erreur
relative est définie comme la différence entre le ROM et le HFM, divisé par la prédiction du HFM a ce point.
Ci-dessous nous considérons les moyennes de ces erreurs relatives sur les trois sous-domaines identifiés, a chaque
pas de temps. Pour epop = 1073, 1075 et 1077, la snapshot POD sélectionne respectivement 3, 16 et 31 modes
POD. Dans la Figure 3.25 sont représentées les erreur relatives pour 'amplitude du champ de déplacement U
et la plasticité cumulée p en fonction du temps, pour différentes valeurs de epop et €op.comp.- Nous observons
que, comme anticipé, I'erreur relative est plus faible pour des petites tolérences de epop et €op.comp.. Pour
epop = 1073, des petites valeurs de €0p.comp. N'améliorent pas la précision de la prédiction, car les erreurs
importantes sont causées par la troncature POD. D’autres quantifications et représentations de l'erreur du
ROM sont disponibles dans la Publication Pub.7.
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FIGURE 3.25 — Erreur relative pour 'amplitude du champ de déplacement U et le champ de plasticité cumulée
p en fonction du temps, pour différentes valeurs de epop et €op.comp. -

3.5.4 Un modele réduit non-intrusif adaptatif basé sur un indicateur d’erreur,
pour la mécanique des structures non-linéaire avec variabilités non-paramétrées

Cette section correspond a la Publication Pub.9 et aux Exposés Exp.1 et Exp.2.

L’application d’intérét industriel est la méme que la Section 3.5.3, et a été motivée dans I'introduction. Dans
ce travail, nous cherchons d’une part une indication de I'erreur réalisée par le ROM, et d’autre part a enrichir
le modele réduit par un snapshot calculé par le HFM a chaque fois que cet indicateur d’erreur devient trop
important, dans un contexte de variation non-paramétrées. Dans notre contexte de prédiction de la durée de vie
des aubes de turbines haute pression, cela consiste a enrichir le ROM au cours de I'extrapolation temporelle de
sorte a maitriser les erreurs. Une autre application consiste en la quantification des incertitudes sur le champ de
température que subit 'aube (en pratique, la température en sortie de chambre de combustion est mal connue).

L’estimation d’erreur pour la prédiction des modeles réduits est une discipline qui a été abondamment
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traitée dans la littérature. Nous renvoyons vers la Section 3.4 pour des discussions et des références sur les
estimations d’erreur pour la méthode des bases réduites. Méme s’ils ne sont pas nécessaires a leur exécution, les
estimateurs d’erreur sont désirables dans toutes les autres méthodes de réduction de modele. Dans la Proper
Generalized Decomposition [39], des estimations d’erreur reposant sur la méthode de constitutive relation error
sont disponibles [33,74,75]. Dans la Proper Orthogonal Decomposition (POD) [34,105], des estimateurs d’erreur
ont été développés pour des problémes de controle optimal pour des problémes linéaires-quadratiques [108],
pour Papproximation de problémes éléments finis mixtes [79], le controle optimal d’équations aux dérivées
partielles non-linéaires [71], et pour la réductions de probléemes magnétostatiques [65] et les équations de Navier-
Stokes [113]. Pour la réduction de problémes non-linéaires, la POD a été couplée & des stratégies d’intégration
réduite appelées hyperréduction, comme décrit dans la Section 3.5.3, pour lesquels des estimations en relation
de constitution ont été proposés [101,102]. Des études de sensibilités a priori pour I'approximation par POD
d’équations paraboliques quasi-non-linéaires sont disponibles [6].

Dans notre contexte de matériau élastoviscoplastique avec modele de plasticité cristalline, il n’existe pas a
notre connaissance d’estimation d’erreur a posteriori : nous cherchons alors un indicateur d’erreur heuristique
sur une quantité d’intérét duale (par exemple plasticité cumulée ou endommagement), calibré sur nos données.
La contribution de ce travail consiste en la construction d’un nouvel indicateur d’erreur, adapté a la réduction
de modele non-linéaire en mécanique des structures, ot nous sommes intéressés dans la prédiction de quantités
duales, comme la plasticité cumulée ou le tenseur des contraintes. Ces quantités duales nécessitent une étape
de reconstruction pour étre représentées sur la structure d’intérét complete, ce qui peut étre fait par un algo-
rithme de Gappy-POD reposant sur la solution réduite. Nous illustrons que le résidu ROM-Gappy-POD des
quantités d’intérét est fortement corrélé a l'erreur de prédiction du ROM dans nos applications. A partir de
cette observation, nous proposons une étape de calibration, reposant sur les données calculées lors de la phase
offline de la réduction de modele, pour construire un indicateur d’erreur adapté au probléme considété. L’indi-
cateur d’erreur est ensuite utilisé dans une stratégie d’enrichissement qui améliore la précision de la prédiction
reduite. Dans ce travail, nous considérons des variations non-paramétrées entre les configurations d’intérét, que
nous appelons variabilité et notons p. La variabilité contient les pas de temps et n’importe quelle description
non-paramétrée de la configuration, qui dans notre cas est le chargement de I’aube, indiqué par un label. Par
exemple, p = {t = 3, “computation 1”}, signifie que nous considérons le 3éme pas de temps de la configura-
tion “computation 1”7, pour laquelle nous disposons d’une description du chargement (centre, vitesse et axe de
rotation, champs de temperature et de pression dans nos applications).

Une indicateur d’erreur heuristique

Nous introduisons quelques notations : les vecteurs sont notés en gras (pu est le vecteurs de composantes
la valeur de plasticités cumulées haute-fidélité aux points d’intégration réduits), les quantités calculées par le
modele réduit sont notées avec un chapeau (i, est la prédiction réduite du déplacement et D, est le vecteur
de composantes la valeur de la plasticité cumulée réduite aux points d’intégration réduits), alors que les quan-
tités duales reconstruites par Gappy-POD (par exemple p) sont notées avec des tildes. Les symboles gras et
avec un tilde, par exemple p,,, indiquent le vecteur de composantes la quantités duale reconstruite aux points
d’intégration réduits : p,, x = pu(Zx), 1 < k < mP. Nous remarquons que dans le cas général, p,, # p,, : cet écart
est a la base de notre indicateur d’erreur.

L’erreur relative de prédiction est définie par

lpp—Pull L2 ()

Hp}L”L2(Q) Sinl‘:HL2(Q) 7é 0
”pu*ﬁuHLZ(Q)

max |py HL2(Q)
HEPo.

Ef = (3.108)

sinon,

ot nous rappelons que p,, et p,, sont respectivement la prédiction haute-fidélité et réduite du champ de plasticité
cumulé a la variabilité p, et Pog. est 'ensemble des variabilités rencontrées durant la phase offline.
Nous définissons le résidu ROM-Gappy-POD comme

IB,—P,l2 N
1.1 SIHP;L”Q #0
» D.ll2
Ei=q Bl o (3.109)
max [P, [|2 ’
HEPof,
ot | - |2 dénote la norme euclidienne. Remarquons que l'erreur relative E7, fait intervenir des champs et des

normes L?(Q) définies sur la structure compléte, alors que le résidu ROM-Gappy-POD &L fait intervenir des
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vecteurs de quantités duales définies sur les points d’intégration réduits et des normes euclidiennes. Nous pouvons
montrer que dans (3.109), [|p, — P, |2 est la norme du résidu du probleme de minimisation aux moindres carrés
intervenant dans la phase online de la reconstruction Gappy-POD de I’Algorithme 5.

Supposons que K := {p,, pour toute variabilité possible 1} est un sous-ensemble compact de L?(Q) et
définissons la n-épaisseur de Kolmogorov par d,(K)rzq) = N %Ivlvf) d(K,W)p2q), ot d(K,W)r2q) =

sup inf [lv—w||p2(q), avec W un sous-espace de dimension finie de L? (). Notons aussi IT,, := ((p,“ ¢f)L2(Q))
ve K WEW 1<i<np

R™ | ot nous rappelons que {4F}, ;<. sont les modes Gappy-POD obtenus par I’Algorithm 5 et ot (-, -)LQ(Q)
dénote le produit scalaire L?(€2).

Nous controlons d’abord le numérateur dans I'erreur relative Ef, par rapport au numérateur dans le résidu
ROM-Gappy-POD &f dans la Proposition 3.5.4.1.

Proposition 3.5.4.1. Il existe deux constantes positives Cy et Co indépendantes de p (mais dépendant de n?)
telles que

~ 2 ~ ~ N
||pM - pMHLZ(Q) < CalM - p;LH% + Ol”[’ﬂ - pu”% + CQd(K7 Spal’l{l/)f}lgignp)%g(g). (3110)

Nous controlons maintenant le numérateur dans le résidu ROM-Gappy-POD &7 par rapport au numérateur
dans Uerreur relative EY dans la Proposition 3.5.4.2.

Proposition 3.5.4.2. [ existe deux constantes positives Ky et Ko indépendantes de p telles que
- N ~ 2 N
Hpu - pﬂ”% < Ky ”pu - pM”LZ(Q) + K2||pu - puH%' (3.111)
Le corollaire suivant fournit une notion de consistance :

Corollaire 3.5.4.1. Supposons que la solution réduite soit exacte jusqu’au pas de temps considéré pour la
variabilité online p : p, = p, dans L?(Q). En particulier, le solver de loi de comportement a été évalué avec le
tenseur des déformations et les variables d’état exacts aux points d’intégration xy, conduisant & P, (Zx) = pu(&x),
1 < k <m?. En utilisant la Proposition 3.5.4.2, D, —Pull2=0, et EL = 0.

Un indicateur d’erreur calibré

Comme nous allons l'illustrer avec les applications numériques, les évaluations du résidu ROM-Gappy-POD
EP (3.109) et de l'erreur EY, (3.108) sont tres corrélées dans nos configurations. Notre idée est d’exploiter cette

corrélation en entrainant un regresseur par processus gaussiens pour la fonction & — ET. A la fin de I’étape
offline, nous proposons de calculer la prédiction réduite aux valeurs de variabilité {u; }1<;<n. rencontrées lors
de I’étape de génération des données, et les couples correspondant (Eﬁi,é'ﬁi), 1 < ¢ < N.. Le regresseur est
entrainé sur ces valeurs et nous définissons la fonction

&N GprP(€]) (3.112)

d’approximation de I'erreur EX, a la variabilité p comme la moyenne plus 3 fois I'écart type de la distribution de
prédiction au point £ : ¢’est 'indicateur d’erreur proposé. Nous utilisons la classe python ”"GaussianProcessRe-
gressor” de scikit-learn [95]. Nous appelons ces opérations “calibration de 'indicateur d’erreur”; voir Figure 3.26
pour une présentation du workflow contenant cette étape de calibration.
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FI1GURE 3.26 — Workflow de la phase offfine avec calibration de I’indicateur d’erreur.

Pour les quantités primales et duales, les modes sont calculés en cherchant un structure de rang faible
dans les données haute-fidélité. Les coefficients de la combinaison linéaire pour la reconstruction des quantités
primales sont donnés par lalgorithme de Newton réduit (3.104). A convergence, le résidu est petit, méme dans
les cas ou la prédiction réduite n’est pas précise : ce résidu ne donne aucune information sur la distance entre la
solution réduite et la solution haute-fidélité. Cependant, dans la phase online de la reconstruction Gappy-POD
dans Algorithm 5, les coefficients p, , contiennent une information haute-fidélité par le biais du solveur de loi
de comportement. De plus, un moindre carré sur-déterminé est résolu, ce qui peut fournir un résidu non-nul
qui contient implicitement cette information haute-fidélité, c’est la distance entre la prédiction du solveur de
loi de comportement et ’espace vectoriel généré par les modes Gappy-POD (restreint aux points d’intégration
réduits) : il s’agit du terme [|p, — p,,[[2 dans (3.110).

Dans la phase online, nous avons seulement besoin d’évaluer £/ et n’avons pas besoin d’estimer les autres
termes ou les constantes qui apparaissent dans les Propositions 3.5.4.1 and 3.5.4.2.

Equipés d’un indicateur d’erreur efficace, nous pouvons maintenant évaluer la qualité de la prédiction réduite
dans la phase online. Si 'indicateur d’erreur est trop grand, une étape d’enrichissement se produit : le modéle
haute-fidélité est utilisé pour calculer un nouveau snapshot haute-fidélité, qui est ensuite utilisé pour mettre
a jour les bases POD et Gappy-POD, ainsi que le schéma d’intégration réduit. Notons que pour que ’étape
d’enrichissement soit calculée, le champ de déplacement et toutes les variables d’état doivent étre reconstruites
sur le maillage complet €2 pour fournir 1’état matériau complet au solveur haute-fidélité. Le workflow pour
I’étape online avec enrichissement est présenté dans la Figure 3.27.
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FI1GURE 3.27 — Workflow pour I’étape online avec enrichissement.

Remarque 3.5.4.1 (efficacité online). Le calcul du résidu ROM-Gappy-POD (3.109) est efficace, car p, et
D, sont déja calculés pour la reconstruction, et mP dependant seulement de l'approzimation de o : € et p, ce
calcul est en complexité algorithmique indépendante de N. L’évaluation de Gprp(é'fj) est ausst en complexité
indépendante de N.

Application numérique

Une campagne numérique détaillée est présentée dans la Publication Pub.9, ou les corrélations entre EY
et & sont illustrées, ainsi que l'amélioration de la prédiction réduite grace aux enrichissements déclenchés
par lindicateur d’erreur, pour plusieurs configurations académiques et l’aube de turbine présentée dans la
Section 3.5.3. Dans ce manuscript, nous repoduisons uniquement une expérience sur ’aube de turbine.

La géométrie du cas test est représentée dans la Figure 3.22. Le chargement de I'aube différe de celui de la
Section 3.5.3 et est représenté dans la Figure 3.28 : 10 champs de température sont considérés : le plus froid est
appliqué aux vitesses de rotation les plus faibles, tandis que le plus chaud est appliqué aux vitesses de rotation
les plus élevées. La variabilité online différe de la variabilité offline aux trois pas de temps localisés autour des
trois derniers maximums du profil de vitesse de rotation, ou seulement le champ de température change comme
indiqué dans les deux images dans la partie droite de la Figure 3.28 : le maximum de la température est déplacé
du centre vers 'avant de 'aube. Comme nous allons voir, cette modification va entrainer de grandes erreur dans
la prédiction du ROM, si aucun enrichissement n’est utilisé.
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FIGURE 3.28 — Cas test d’aube de turbine haute pression : gauche) vitesse de rotation en fonction du temps;
droite) représentation des champs de température maximums utilisés pour les calculs offline et online compu-
tations ; 'axe de rotation est localisé sous ’aube, le long de I'axe zx.

Les corrélations entre le résidu ROM-Gappy-POD & (3.109) et Perreur E (3.108) sur les quantités duales
plasticité cumulée p et tenseur des contraintes o sont illustrées dans la Table 3.5. Pour la plasticité cumulée,
les valeurs avant les premiers effets plastiques sont négligées. Une corrélation forte apparait dans tous les cas
considérés, bien que quelques outliers soient observés dans les derniers pas de temps, ou 'augmentation des
contraintes résiduelles pour des chargements faibles sont plus difficiles & prédire avec le modele réduit.

p wa
517’ EP Ep 5022, Fo22 o
0.25 0.25 | 5 0.16 0.16
0.2 0.2 | . 0.12 012 | .
subdomain 0.1 0.1 | : 0.08 7
28 0.05 0.05 | a® 0.04 0.04 +
0 5 i i 0 - ! 0 5 i i 0 ¢
0 20 40 0 0.015 0 20 40 00.02 0.06
time (s) &p time (s) gozz
E‘D, kP EP 5011, Eou o
0.02 0.02 3 0.02 0.02
0.015 7 0.015 PN 0.015 7 0.015
subdomain 0.01 0.01 0.01 - 0.01 * oo
A7 0.005 | 0.005 0.005 | 0.005
0 t—=— 0 0 —F— 0
0 20 40 0 0.0015 0 20 40 0 0.0020.004
time (s) &p time (s) gou

TABLE 3.5 — Illustration de la corrélation entre le résidu ROM-Gappy-POD &£ (3.109) et erreur E (3.108) sur
les quantités duales plasticité cumulée p et une composante du tenseur des contraintes o.

Dans la Table 3.6, nous comparons l'indicateur d’erreur (3.112) avec l’erreur (3.108) pour les variabilités
offline et online considérées. Les valeurs de I'indicateur d’erreur sont plus grandes que l'erreur, sauf dans des cas
d’erreur trés importantes (pour lesquelles le ROM est inutile), et quelques fois dans les derniers pas de temps, ot
les contraintes résiduelles sont importantes. Sans enrichissement, le ROM fait des erreurs tres importantes. Nous
observons que le sous-domaine dans lequel le critere d’enrichissement est utilisé permet de contréler ’erreur dans
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le sous-domaine correspondant, alors que I'erreur est plus importante dans les autres sous-domaines. Cela illustre
que des quantités d’intérét locales (en espace) peuvent étre utilisées pour éviter que des étapes d’enrichissement
se produisent trop souvent.

enrichment plot subdomain 28 subdomain 47
Gpr?(€P), EP  Gpr?*2(£922), (722 GprP(&P), EP  Gpr?''(€91r), B
3 60 | 02 | Fﬁ 15
2 | 40 | J’/ 10 |
no enrichment 1 20 0.1 5
0 7\ \ i 0 7\ \ \ 0 R 0 7\ \ i
0 20 40 0 20 40 0 20 40 0 20 40
time (s) time (s) time (s) time (s)
Gpr?(EP), EP Gpr?22(£722), Fo22 Gpr?(EP), EP Gpr?t (&), o
0.15 |
0.06 | 0.04 | 0.2
0.1 | :
L 0.04 0.1
monitoring 0.02 | 0.05 | 0.02 .
subdomain 28 :
0 7\ i i 0 7\ i i 0 5 i i 0 N i \
0 20 40 0 20 40 0 20 40 0 20 40
time (s) time (s) time (s) time (s)
Gpr?(EP), EP Gpr?(£922), Eo22 Gpr?(EP), EP Gpr7it(€o1), Fon
B 0.3 02 |
0.06 0.04 | 00
. 0.04 0.2
monitoring | 0.02 0.01
0.02 0.1
subdomain 47 )
0 5 i i 0 N i \ 0 B e 0 N i i
0 20 40 0 20 40 0 20 40 0 20 40
time (s) time (s) time (s) time (s)

TABLE 3.6 — Comparaison de 'indicateur d’erreur (3.112) avec erreur (3.108) pour les variabilités offline
et online considérées. La catégorie “plot” pour les colonnes référe au sous-domaine ou l'indicateur d’erreur
et l'erreur sont tracés, tandis que la catégorie “enrichment” pour les lignes référe au sous-domaine duquel
I'indicateur est utilisé pour décider des étapes d’enrichissement.

Dans la Figure 3.29 sont illustrées plusieurs prédictions pour les quantités duales : I'indice “off.” réfere
a la prédiction haute-fidélité pour la variabilité offline, “ref” a la référence haute-fidélité pour la variabilité
online, “nores.” au ROM sans enrichissement, “sd28” au ROM avec enrichissement en monitorant ’indicateur
d’erreur sur le sous-domaine 28, et “sd47” au ROM avec enrichissement en monitorant l’indicateur d’erreur
sur le sous-domaine 47. Nous observons que sans enrichissement, le ROM souffre d’erreurs importantes. Avec
enrichissement, le sous-domaine monitoré a une prédiction réduite précise.

Fabien Casenave 74 Safran Tech



9.0e+01
[ 50

[ 2.0e-03
—0.0015
—0.001

[ 0.0005
0.0e+00

evrcum

B
B

Pruores. Dsd28 022 nores. 022,5d28 022,5d47
Doff., Pref.s Pnores.s Dsd28, Dsdd7 022,0ff.y 022 ref.y 022 nores., 022,5d28; 022 ,sd47
0.01 0
—200
0.005

—400 -

ﬁ

0 R I I I I I I
0 20 40 0 20 40
time (s) time (s)

F1GURE 3.29 — Haut : diverses prédiction hautes-fidélités et réduites pour des quantités duales a t = 43.5s pour
le sous-domaine 28 : gauche p, droite 99 ; bas : comparaison au point identifié par une fleche verte sur I'image
en haut & gauche. Les composantes du tenseur des contraintes sont en MPa.

Les cas tests présentés permettent les observations suivantes :

[O1] dans la réduction a posteriori des calculs élastoviscoplastiques, les variabilités online du chargement de
température non rencontrées au cours de la phase offline peut conduire & des erreurs importantes,

[02] le résidu ROM-Gappy-POD (3.109) est fortement corrélé a Uerreur (3.108), de sorte que l'indicateur d’er-
reur proposé (3.112) peut &tre utilisé dans 1’étape online comme décrit dans le workflow de la Figure 3.27
pour corriger les variabilités online du chargement en température non rencontrées lors de la phase offline.

Nous renvoyons vers la Publication Pub.9 pour plus de détails sur les applications numériques. Nous précisons
que dans ce travail, les enrichissements du ROM ont été fait avec la référence haute-fidélité a la variabilité online
et non en relancant le code haute-fidélité sur le pas de temps correspondant, car les interfaces pour faire ces
restarts n’ont pas encore été codées.

3.5.5 Un modeéle réduit non-intrusif pour un probléme de thermique transitoire
non-linéaire avec variations non-paramétrées

Cette section correspond a la Publication Pub.4.

L’application d’intérét dans cette section est le compresseur haute pression, voir Figure 3. Nous considérons
a nouveau le probléeme de thermique transtoire non-linéaire (3.3a)-(3.3d), dont la forme faible a été décrite
dans (3.4), les différences étant que pour 'application industrielle considérée ici, les coefficients matériaux sont
uniformes et constants en temps, et des conditions aux limites de convection AVT-n = h(x,t) (T (z,t) — T1.(z,t))
sont présentes en plus des conditions aux limites de radiation. Par ailleurs, la structure est décomposée en 39
flags de surface, sur lequelles les conditions aux limites de convections varient en temps selon des scénarios
complexes issus d’une étape de prétraitement : ces variations, ainsi que la condition initiale, consitituent la
variabilité non-paramétrée du probléme, voir Figure 3.30 et Equation (3.113).
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FI1GURE 3.30 — Cas test industriel du compresseur haute pression, constitué de 3 corps, avec un partitionnement
de la surface 9Q = UL, T T@e 10 = 1 <4,j < d=39.

h(z,t) = hD(t),  TO(t) x [0,t/]
T e(a,t) = T{(1), T 5 [0,t4] (3.113)
(a'e)(gj’t) :0’67 aQ X [O7tf]
Tye(2,t) = To, 9 x [0, /]

Dans ce travail, I'hyperréduction est obtenue par une adaption de 'ECM sur le terme de radiation du vecteur
des forces internes réduit :

. 4
l;;nt’rad (T(p)(s + 1)) 1= —0€ /69 ;Tém(s + 1)%6(@] Yi(2)dz
. (3.114)

d
’R‘J—O'GZ(I)]C/ Zz}(p)(s—‘rl)(b](fﬁk/) ’l/}i(.’fk/),l S’L STL,

k=1 j=1

la formule de radiation obtenue étant également utilisée pour le calcul du terme de radiation de l'opérateur
tangent global, tandis que I'assemblage des autres termes du modéle réduit peut étre précalculé sous la forme
de tenseurs d’ordre au plus deux.

Nous implémentons ce modele dans la librairie non-intrusive présentée dans la Section 3.5.3, et utilisons des
snpashots haute-fidélité calculés par Z-set et Abaqus [106]. Nous remarquons qu’avec les choix de modélisation
associés a la mise en donnée industrielle, la solution Z-set présente de grandes oscillations non-physiques dans
certains coins de la piece, alors que la solution Abaqus est réguliere. Ce dernier code étant commercial, il
doit certainement contenir des post-traitements de stabilisation et des gardes fous numériques pour corriger ces
oscillations. Nous remarquons que bien que notre modele réduit résout les mémes équations que le modele haute-
fidélité Z-set, lorsqu’il est construit avec des snapshots générés par Abaqus, la solution réduit ne contient pas ces
oscillations. Ainsi, sans connailtre ni avoir implémenté le probable traitement de stabilisation proprétaire présent
dans Abaqus, notre modele réduit hérite directement, & travers la qualité des snapshots, de cette propriété de
régularité.

La POD sélectionne 13 modes avec epop = 1073, et ECM sélectionne 39 points d’integration avec epcy =
1073. Les durées des étapes offline et online sont données dans la Table 3.7. Dans notre cas, la partie POD
est relativement longue (le calcul de la matrice des corrélations prendre 38.2 s & elle seule), car les données
d’entrainement contiennent 7 scénarios de 300 snapshots chacun. Le modele réduit est testé pour une 8°™°
configuration, différente des scénarios d’entrainement. Le modele haute-fidélité prend 52 s avec Abaqus, condui-
sant a un speedup de 91 dans ce cas.
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étape offline étape online

POD | 41.1s clacul du chargement online 0.09 s
ECM | 7.7s ROM 0.45 s
Reste | 17.3 s Ecriture de la solution dans le format ROM | 0.03 s
Total | 66.1 s Total 0.57 s

TABLE 3.7 — Durée des étapes offline et online

La comparaison de la Figure 3.31 montre la prédiction du ROM pour la variabilité du 8°™¢ scénario. Les
points B et C sont choisis pour illustrer les plus grands écarts, et une erreur de -11°C a été mesurée a t = 24 s,
ce qui corespond a une erreur relative de 2.4% a ce moment du scénario.

\=

1.7e+02

I: 160

— 140

HFM avec maillage a t=600 s Erreur absolue entre HFM et ROM a t=600 s
T4 — temp (A)
o4 WP i N ::Egg

i

50 100 150 200 250 o 3o abo 250 500 s50 500 550

Evolution temporelle des erreur absolues sur les points A, B et C définies en haut a droite

F1GURE 3.31 — Application industrielle

Nous menons maintenant une analyse d’erreur sur ce cas, pour mesurer la précision de la prédiction
réduite en fonction de I'hyperparameter epop. Nous définissons lerreur relative temporelle comme E(t) :=
I7C)=T 0 20

7¢O L2
scénario. L’erreur relative moyenne est définie par £ := %ZSJZI E(sdt). Les performances du ROM pour plu-
sieurs valeurs de epop sont évaluée dans la Table 3.8 et la Figure 3.32, ot egcm = 1073, Dans nos expériences,
la valeur de egcm n’a pas d’impact significatif (pour les valeurs 1072, 1073 et 10~%), les raisons pouvant étre

, ot T et 1" sont respectivement les prédictions du HFM et du ROM a la variabilité du 8°™¢
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que lerreur est dominée par la troncature POD et que la non-linéarité polynomiale dans notre cas est déja
bien approchée avec une tolérance moyenne. Dans la Section 3.5.3, ou nous avons considéré un probleme de
mécanique non-linéaire avec matériaux élastoviscoplastiques, la tolérance egcyn avait un impact significatif sur
la qualité de la prédiction réduite. Nous remarquons également que le speedup est intéressant pour les valeurs
de epop plus grandes que 1072 et que la précision de la prédiction n’augmente plus pour des valeurs inférieures
A epop = 107 : avec un ROM construit & partir de snapshots générés par Abaqus, nous avons vu que nous ne
résolvons pas exactement le méme modele que celui présent dans Abaqus.

epop | nbe modes POD | nbe points ECM | durée offiine | speedup I3

1075 62 114 335 s 0.2 7.6 x 1074
1074 31 78 110 s 2 8.4 x 1074
1073 13 39 66 s 91 2.5 x 1073
1072 4 19 57 s 96 2.3 x 1072

TABLE 3.8 — Comparaison des performances du ROM pour plusieurs valeurs de epop.

10~2 E
b |
= -
o
€103 |
[«) |
2 i
E 8 —— €pOD = 1072
& . ; ——epop = 1077
10774 —epop = 1074
1 —epop = 107°

T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600
time (s)

FIGURE 3.32 — Evolution temporelle de l'erreur relative £(t) pour plusieurs valeurs de epop.

Nous renvoyons vers la Publication Pub.4 pour le reste des applications numériques.

3.6 POD-Galerkine stable pour I’équation de Navier-Stokes incom-
pressible en régime turbulent avec variations géométriques non-
paramétrées.

Cette section correspond aux Publications Pub.1 et Pub.8, pour lesquelles Nissrine Akkari est la contributrice
principale : elle sera, pour cette raison, trés synthétique.

Modéle réduit stable

La réduction de modele de ’équation de Navier-Stokes incompressible en régime turbulent est un sujet de
recherche tres actif. De tels écoulements contiennent plusieurs échelles énergétiques, et méme les petites échelles
ont une contribution importante dans le profil des champs de vitesse. La POD classique, qui tronque les petites
échelles, échoue alors a réduire le modele de fagon satisfaisante : soit la précision est mauvaise, soit le nombre de
modes a garder est tel qu’aucun speedup ne sera mesuré en pratique. Cette question a re¢u un intérét important
dans la littérature, et les solutions existantes consistent a stabiliser le modele réduit en ajoutant des termes
de dissipation artificiels, & changer le produit scalaire servant a calculer les corrélations dans le calcul de la
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snapshot POD (voir Algorithme 3) ou & proposer une nouvelle facon de construire une base pour donner de
I'importance aux petites échelles énergétiques.

Dans la Publication Pub.8, nous proposons une fagon originale de construire une base POD ou les petites
échelles énergétiques sont bien représentée. En plus d’une snapshot POD sur les champs de vitesse, une deuxieme
snapshot POD sur les gradients des champs de vitesse est aussi réalisée. Dans ce deuxiéme cas, nous gardons
seulement les valeurs propres et vecteurs propres obtenus, et les recombinons directement avec les snapshots de
vitesse (au lieu des gradients). Les modes ainsi obtenus sont orthonormalisés avec la base POD classique sur
la vitesse. Avec cette base, les ROM-Galerkine obtenus sont parfaitement stables, sans qu’aucune stabilisation
numérique ou artificielle ne soit nécessaire, sur un cas d’injecteur industriel de moteur d’avion a 14 millions de
cellules, et en extrapolation temporelle d’'un facteur 10, avec un speedup de 'ordre du million. Notons que la
pression est imposée sur la surface d’entrée par une méthode de pénalisation. Une autre orginalité de ce travail
est que les schémas numériques des modele réduit et haute-fidélité sont différents : Galerkine sans modélisation
de la turbulence et schéma implicite en temps pour le modele réduit, contre volumes finis avec turbulence
modélisée par Large Eddy Simulation (LES) et schéma explicite en temps pour le modeéle haute-fidélité.

Variations géométrique non-paramétrées

Supposons que nous disposons d’un calcul LES pour une géométrie d’injecteur aéronautique. Nous souhaitons
calculer rapidement I’écoulement dans I'injecteur pour des designs quelconques de la zone centrale de 'injecteur,
de sorte quune quantité d’intérét métier soit optimisée (stabilité et forme de la flamme, minimisation de la
consommation et des polluants). Les variabilités géométriques sont difficiles & considérer dans un contexte de
réduction de modele, car le support des snapshots change avec la variabilité, et le calcul des corrélations entre
les snapshots n’est alors plus défini de fagon directe. De nombreuses contributions existent dans le cas des
variations paramétriques, mais les variations géométriques non-paramétriques ont été bien moins traitées dans
la littérature. La Gappy-POD, présentée dans I’Algorithme 5, a été utilisée pour faire de ’optimisation de design
paramétré.

Dans la Publication Pub.1, une stratégie a base de Gappy-POD est développée pour prendre en compte
des variabilités non-paramétrées du design. La géométrie étant susceptible de changer seulement dans une zone
limitée de l'injecteur (appelée masque), une premieére étape consiste a calculer le champ de vitesse localement
dans cette zone, pour la nouvelle géométrie. Ceci est fait de facon efficace en considérant un maillage tres déraffiné
a 'extérieur du masque, ou le champ de vitesse associé a la géométrie initiale est imposé : seule la vitesse dans le
masque est calculée. Le champ de vitesse obtenu est projetté sur le maillage initial, et la Gappy-POD classique
est utilisée pour mettre & jour la vitesse a 'extérieur du masque (les modes Gappy-POD sont calculés en utilisée
la POD stabilisée présentée dans la section précédente). Une POD est calculée sur les nouveaux champs de
vitesse ainsi obtenus, et un ROM-Galerkine est calculé sur ces modes. Enfin, les coefficients ainsi calculés sont
combinés avec la base POD stabilisée associée au calcul LES sur la géométrie de référence, pour former la
prédiction a l'extérieur du masque. Cette procédure compléte a un speedup de 100 sur un injecteur industriel et
sa précision est meilleure que la Gappy-POD classique sur des indicateurs associés aux zones de recirculation.
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Chapitre 4

Perspectives

Nous proposons des perspectives de recherche en réduction de complexité des algorithmes pour la simula-
tion numérique des équations de la physique, qui permettront d’adresser certains besoins futurs du domaine
aéronautique.

4.1 Amélioration des méthodes de réduction d’ordre de modeéle

Dans la Section 3.5.4, nous avons introduit un indicateur d’erreur adapté aux quantités duales, comme
I’endommagement, pour la mécanique des structures non-linéaire. Nous avons illustré que lorsqu’on utilise
cet indicateur pour enrichir un modele réduit préalablement construit par la solution exacte, la précision du
modele réduit peut étre grandement améliorée avec un nombre d’enrichissements limité, ce qui rend la procédure
rentable. Cependant, dans une situation d’exploitation du modele réduit, nous ne disposons pas de la solution
exacte, mais il est possible d’appeler le modele haute-fidélité pour calculer le snapshot au pas de temps considéré :
ceci nécessite néanmoins de pouvoir reconstruire ’état matériau complet sur le maillage haute-fidélité a ce pas
de temps. Sachant que les modeéles industriels d’alliages monocristallins peuvent contenir jusqu’a une centaines
de variables internes, cette reconstruction limite la performance de la réduction de modele. Une piste consiste a
essayer de minimiser I’indication d’erreur du modele réduit en cherchant une direction de descente dans I’espace
haute-fidélité pour enrichir la base d’ordre réduit.

Dauns la Section 3.2, nous avons illustré que ’Empirical Interpolation Method (EIM) appliquée & la réduction
de modele non-linéaire peut devenir instable, ce constat étant partagé par la communauté. Notre interprétation
est que 'EIM est sujette a un sur-apprentissage. Nous souhaitons poursuivre le recours aux méthodes de
régularisation issues de la communauté statistiques pour améliorer la situation et peut-étre permettre une
utilisation plus simple d’EIM pour réduire des problemes non-linéaires. A partir de cette interprétation, nous
avons remarqué que l'instabilité se produit lorsque que 'amplitude des coefficients de la décomposition EIM
s’emballe. A I'instar de I'indicateur d’erreur de la Section 3.5.4, il pourrait étre également possible de proposer un
indicateur de stabilité ou d’erreur qui serait appris & partir des coefficients de la décomposition EIM directement.

La collaboration avec Nissrine Akkari sur la réduction des équations de Navier-Stokes incompressibles en
régime turbulent Pub.8, notamment avec variation géométriques Pub.1 sera poursuivie. Dans la construction
du modele réduit, nous avons remarqué d’importantes améliorations des résultats sur un critére a priori empi-
rique, lié a l'ordre de D'affection des coefficients aux modes POD. Nous souhaitons continuer ces travaux pour
comprendre les phénomenes sous-jacents et éventuellement continuer a faire progresser I’approche.

4.2 Implémentation générique et non-intrusive de la réduction d’ordre
de modele

Une librairie de réduction de modele non-intrusive pour la mécanique des structures Pub.7 et la thermique
non-linéaires Pub.4 a été développée. Le modele réduit physique est construit a partir de résultats de codes de
calculs commerciaux. L’originalité de cette approche donne ’avantage d’un potentiel important de contributions
scientifiques. Comme nous pouvons construire un modele réduit uniquement & partir de solutions d’équations
(et donc sans code de calcul associé), nous pouvons considérer des champs obtenus par I'expérimentation (assi-
milation de données), de résolutions différentes (multi-fidélité) ou méme de trés grande taille (incalculables par
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éléments finis, donc donnés soit analytiquement, soit encore par 'expérimentation, soit sous la forme de premiere
prédiction locale par une réseau de neurones). Une application industrielle & moyen terme serait la construction
d’un modele réduit pour la dynamique des fluides a partir de mesures PIV (particle image velocimetry) dans
une chambre de combustion.

Avec une bonne architecture de code, il apparait possible de standardiser la plupart des opérations réalisées
dans le cadre de la réduction de modele physique pour pouvoir les appliquer a de nombreuses physiques et
cas d’étude. Une premiere implémentation en ce sens a été initiée, dans une librairie ot nous espérons pouvoir
cumuler non-intrusivité, calcul parallele & mémoire distribuée, multi-physique (mécanique solide et fluide, ther-
mique) avec non-linéarités génériques et variabilités non-paramétriques (notamment géométriques) et, autant
que possible, indication d’erreur. Méme si certains éléments de réponse ont déja été proposés dans Pub.7, et que
d’autres sont disponibles dans la littérature, les challenges scientifiques et techniques restant sont importants.
En particulier, I'indication d’erreur et les variations géométriques non-paramétriques pour toutes les physiques
restent difficiles.

4.3 Intelligence artificielle au service de la réduction d’ordre de
modele

L’utilisation des réseaux de neurones profond pour la prédiction de résultats de simulation est potentiellement
difficile et pour I'instant non certifiable ni interprétable. Cependant, leur potentiel pour assister certaines étapes
de la réduction du modele est tres important, la prédiction physique étant toujours confiée a une modele réduit
résolvant les équations de la physique.

Des travaux ont commencé, dans le cadre de la these de Thomas Daniel PhD.2 et de la Publication Pub.3,
sur la construction d’un dictionnaire de modeles hyperréduits pouvant prendre en compte une grande variabilité
non-paramétrisable du chargement thermique d’une piéce mécanique, telle que le probléme n’est pas réductible
avec un seul modele réduit. En particulier dans Pub.3 et la thése de Thomas Daniel, la recommandation du
modele réduit local n’est pas faite & partir de données du probléme, comme ce qui est fait actuellement dans
I’état de l'art, mais dans une approche originale utilisant les réseaux de neurones profonds. Apres un grand
nombre de calculs candidats et un clustering sur les distances de Grassman, un réseau de neurones profond
est entrainé, dans une tache de classification, a reconnaitre le numéro du cluster a partir de la donnée du
chargement thermique. Ainsi, le bon modele réduit est appelé en phase d’exploitation sans avoir & évaluer la
prédiction mécanique. Dans 1’état de ’art actuel, la recommandation du modele réduit est faite sur les données
du probléme, alors que dans nos travaux, elle est spécialement adaptée a ’exercice : ici la réduction de modele. En
effet, les distances de Grassman quantifient la proximité des sous-espaces vectoriels générés par les bases d’ordre
réduit. Les premiers résultats montrent un net avantage de cette approche par rapport a des approches plus
naives pour construire le dictionnaire de modeles réduits. Dans ces travaux, nous avons formalisé la notion de
ROM-net, une procédure contenant un réseau de neurones pour assister une ou plusieurs étapes de la réduction
de modele qui sont difficilement traitées dans I’état de ’art actuel.

Un auto-encodeur peut étre imaginé pour faire de la prédiction temporelle, qui serait a nouveau corrigée
par un modele réduit. Ces technologies permettent d’envisager des variabilités géométriques compliquées ou
des phénomenes de transport mal réductibles, avec une mise en ceuvre relativement simple. L’application de
ces idées est prévue dans le cadre du projet de thése PhD.1, sur la réduction de modele en dynamique rapide.
L’utilisation d’un Generative Adversarial Network (GAN) pour générer des simulations fluides 2D incompressible
et turbulentes est illustrée dans Pub.6, et reprennent des éléments commencés dans le stage M2R.1. Enfin, dans
le travail récent Pub.5, nous proposons un ROM-net permettant de passer d’une résolution basse fidélité a son
erreur de discétisation ; cette prédiction est ensuite corrigée par un modele réduit pour lui faire respecter les
conditions aux limites et I’équilibre global. En pratique, de nombreuses géométries sont générées et des problemes
de thermique transitoire sont résolus sur des maillages fins et grossiers associées aux mémes géométries. Les
solutions grossieéres et la différence entre solution fine et grossiére (sur une fenétre carrée) sont projetées sur
une grille réguliére fine et le réseau de neurones apprend la projection de ’écart a partir de la projection
de la solution grossiére. Les procédures d’entrainement et d’utilisation de ce réseau sont illustrées dans la
Figure 4.1. Des premiers résultats sont illustrés sur la Figure 4.2 sur des échantillons de validation. Les modeles
réduits obtenus a partir des snapshots des solutions grossiéres et des prédictions de ’erreur de discrétisation par
I’application du réseau de neurones sur ces solutions grossieres ont conduit a des prédictions plus précises, sur
des indicateurs physiques, pour toutes les configurations testées, alors que le réseau de neurone empire parfois la
prédiction grossiere. Des améliorations d’architecture et de fonctions loss adaptées au probléme sont envisagées.
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FIGURE 4.1 — Réseau de neurones convolutifs ; gauche : procédure d’entrainement, droite : prodécure d’utilisa-

tion.

FIGURE 4.2 — Résultat de I'apprentissage de l'erreur de discrétisation d’un probléme thermique par réseau de
neurones convolutifs sur un échantillon de validation ; gauche : prédiction de l’erreur de discrétisation a partir
de la solution grossiére, droite : erreur de discrétisation de référence.
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